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MEMORIE E COMUNICAZIONI. 



SULLE CURVE FONDAMENTALI 



DEI SISTEMI LINEARI DI CURVE PIANE ALGEBRICHE, 



del prof. E. B e r t i n i , a Pavia. 



Adunanyi del 2S novemhre 1888, 



I sistemi lineari, a cui si riferiscono le cose seguenti, non sono 
tutd i possibili , ma quelli soltanto che* soddisfano alia condizione di 
avert i punti fondamentali (cioi i punti comuni a tutte le curve del 
sistema) affaito indipendenti fra loro. Nella qual condizione h compresa 
raltra, che i detti punti sieno a distanza finita, e quindi che una curva 
generica del sistema abbia r rami variabili in ogni punto fondamentale 
i*p^, giacch^y se alcuno fosse fisso, ci6 significherebbe che a quel punto 
i infinitamente vicino qualche altro punto fondamentale. 

Inoltre supporremo che i sistemi lineari non soddisfino ad altre 
condizioni diverse da quelle date dalla esistenza dei punti fondamentali; 
il che non h alcuna limicazione nell'argomento del presente lavoro. In- 
&tti, se al sistema dato si sostituisce Taltro nel quale sono tmlasciate 
le dette condizioni , non variano manifestamente le proprietil delle curve 
fondamentali. 

Dimostreremo qui, con procedimento direi quasi elementare^ varie 
proprietik delle curve fondamentali, e in particolare una (n^ lo), finora 



6 E. BERTIKI. 

non osservata, dalla quale si trae, in modo molto semplice, la dimostra- 
zionc di un notevole teorema dovuto a Cremona (*). 

L 

1 . Rappresenti S un sistema lineare, oo * , di curve di genere p e 
ordine n, avente punti fondamentali r,"P**», r^"?^®, ... in punti, di cui 
indicheremo le posizioni (aflfatto indipendenti) con 1,2,.... Una curva 
generica del sistema sia semplice (cioi irriduttibile) (**); e suppongasi 
a > I, perch^ le considerazioni seguenti non sono applkabili ai fasci. 
Sussistono evidentemente le due relazioni 

(1) ^r: = n^+i-p-cc 

(2) ^r, = 3n—i +P — CL. 

Due (o piA) punti fondamentali 1, / di una stessa moltipliciti per 
una curva generica del sistema , tali cioe che sia r . = fy , si diranno 
equimultipli; e tutti quelli (due almeno) di una stessa moltipliciti si dir^ 
che cosdtuiscono un gruppo. Un punto fondamentale, unico della sua 
moltipliciti, si chiameri isolato. 

2. Curva fondamentale del sistema lineare & ogni curva semplice 
che non Incontri in pii|tti variabili una curva generica del sistema 
stesso. Una tal curva si indicherii in seguito col simbolo [m , s^]^ se 
m i il suo ordine e sono x, , x, , ... ordinatamente le sue moltipli- 
dxk nei pund fondamentali i, 2, .... Per la definizione data si avri 



O Questo teorema fu trovato dal Cremona per indudonc [§25 delta Nou 
II* sulle Trasformaiioni geometricbe delle figure piane {Memorie delVAccad, delle Scunii 
di Bplogna , serie 2% tomo V.)]; e poi fu dimostrato rigorosamente da C 1 e b s c h 
(Matbem, AmuUen, t IV , p. 494-496). La dimostrazione di C 1 e b s c h fu riprodotu 
con alcune modificazioni nel n° 30 delle Milanges sur les transformations giomitriques 
des figures planes {Bulletin des sciences math, et astron,, s^rie I, tome V, ann^e 1873). 

O Cfr. la mia Nou : Sui sistemi lineari {Rendiconti del R. Istituto Lombardo, 
voL XVt lerie II, pag. 24)* 
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la relazione 

(3) ^sj,=zmn. 

Se una curva composta non incontra in punti variabili una curva 
generica del sistema lineare, le curve semplici che la compongono'go- 
dono deila stessa propriety e sono quindi fondamentali. 

Si chiameri gruppo di curve fondamentali Tinsieme di tuite le curve 
fondamentali (due almeno) di uno stesso ordine; e curva isolata una 
curva fondamentale unica del suo ordine. 

3. Una curva fondamentale I determinata dalle sue moltiplicith nei 
punti fondamentali. Giacchi, se non fosse, per un punto arbitrario pas- 
serebbero (almeno) una di tali curve e una curva di 5, semplici amen- 
due, e quindi, per la (3), coincidenti. Allora, avendosi, per la stessa 
(3), 2 r* = n*, il sistema S sarebbe un fascio di curve (razionali). 

4. Ne risulta, i punti fondamentali essendo aflfatto indipendenti fira 
loro, che per una curva fondamentale [m, xj si ha 

fn (m + 3 ) _ vi x,(x,+ I) 
2 "Zj 2 

Ponendo 

p,— (^— 0(^^ — 2) yi sXSj — i) ^ 

si ha quindi 



^Si = jm— I +/>'. 



Ora le curve di S passanti per un punto arbitrario della curva fon- 
damentale [m,5j, si spezzano, per la (3), in questa curva e in un si- 
stema residuo 5', il quale h oo*~'. Ma, per rigore, deve farsi Tipo- 
tesi che la curva fondamentale possa staccarsi ^ volte (fi ^: i); e al- 
lora una curva generica di S^ sari di ordine n — ^ m ed avrk il punto 
fondamentale i*"™» multiplo secondo r. — p^^. La qual ultinu afferma- 
zione segac dall'osservare che, se la moltiplicitii fosse > r^ — ^^^ ag- 



s 
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giungendo ad 5* b curva fondamentale p volte, si otterrebbe un siste- 
ma (appartenente ad 5), oo*~*, di curve aventi nel punto f**^ una 
moldplicitl ^ '', > >! che condurrebbe alia cons^uenza che nel punto 
stesso una curva generica di S avrebbe tutte le tangenti fisse. Inoltre 
il sistema S* non puo soddisfare a condizioni che non sieno conse- 
guenza di quelle espresse dai detti punti (r, — p j,)"p" , giacchi se ne esi- 
stessero altre indipendenti, tralasciandole, si avrebbe un sistema piu che 
a — I volte infinito , e quindi, aggiungendo la curva fondamentale p 
volte, si avrebbe un sistema (almeno) oo', avente tutte le pardcolariti 
di 5, il che non puo essere. Adunque il sistema 5' 6 della stessa spe- 
cie di 5 c si ha la relazione 

cio6, per le (i), (2), (3) e per le due formole precedenti, 

— 2-?(P+ l)0>'— 0=0. 

Dunque dcve essere />' < i e per6 />' = 0, e allora p = i. Si 
conclude che una curoa fondamentale i raT^ionale (*) : e inoltre che una 
curva fondamentale non puo avere punti multipli fuori dei punti fon- 
damentali del sistema e che si stacca una volta sola da una curva del 
sistema obbligata a passare per un suo punto. 

Cioi si ha per una curva fondamentale [m, s^ 

(4) 2i'^f=«.»+i 

(S) 2*< = 3ff»— I 



(*) Per la rigorosa dimostrazione di questo teorema il Caporali accenna ad 
un'ulteriore limitazione per il sistema lineare , oltre quelU gii ammessa [Cfr. Nota 
al vP 2 della Memoria : Sopra i sistemi lineari tripJamente infiniti di curve plane aU 
gebricbe (Memorie di Geomeiria di E. Caporali, Napoli, 1888 — pag. 173)]. Ri- 
sulta daUa dimostrazione qui fatta che quella ulteriore liinitazione non occorre. 
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e, per il sistema 5', 

2]ir-s,y = {n - my + 2 -/> - a 

^ir. — 0=3 (n — vi)+p~cL; 

onJe le curve variabili di 5, 5' sono dello stesso genere. 

La curva fondamcntale [/n, j,] e una curva generica di 5' si se- 
gano in 

ni(n — m) —^s^r, — s)=i 
punto variabile. 

5. Se la vioUipltcila di un punlo fondamcntale i i maggion di qiulla 
di un allro punto fondamcntale j ; Siira , per una curva fondanuntalc 
qualsivoglia [m, 5.], la moltiplicita uel primo punto maggiore eguale a 
quella ncl sccondo : cioh, se r. > r^, sari j. ^: s-. Giacch^ se fosse s^ < s^ e 
quindi 



potremmo considerare una curva C di ordine w (semplice o compo- 
sta) avente nei punti i, 2, . . . le stesse moltipliciii di [w;, 5J, salvo 
che in 1 la nioltipliciti 5^ + i e in ; la moltipliciti s- — i. Questa 
curva C (variabile in una oo'/""'*"') segherebbe una curva generica di 5 in 
un numero di punti dato da 

«/;/— r,5,— r,j, — ...— r,(5,+ i)— ...— ^y(^y— i)— ...=ry— r^o, 

il che i assurdo. 

Se si suppone r^ = r^ ed 5, < x^ la considerazione precedente non 
conduce ad alcuno assurJo. Si trova anzi che C k fondamcntale e 
quindi deve essere determinata (n*" 3), cio^ deve aversi s- — s^ — i = 0. 
Troveremo in seguito questa proprieti con altre che la completano , 
per diversa via (n*^ 8). 

Rend, Ore. Matem.^ i. UI, parte i».— Stampato il 23 gcnnajo 1889. 2. 



I. 1 £ 1 T : X - 



r. >irc tr. ; * j-i h . .' .i^u: c^-.i iondiiaenuli qualunque. Si 
ltl: r^r-* ^ :r:.-i -n — "i j^venii nd punto ibndamjniale 
Li ncLiirJdi : ~ ." rzr zz^szi r-irvi il aamero delle condi- 
n'cci riccn iiioic:.:.: i, ji TfrT- ieile (4-, (j), 

^ ^^T 2.""" 2 =«'"— 2li^'^'- 

Se jfc;-.i:ic--:e :j&>: nn — i ■ .■ > 0. siwccoie djlLi (3) segue 

SI avrebbe una curvi viriiHIe, s^szirlice o composta (di cui rinsieme 
ddlc due curve tbaiizier.til: Cv?5t:r^erc?e uoi posizione particolare), 
che s^h^-rebbe uoi cur^i generics di 5 ziti soli paati tondamentali : 
la qual cosa cona*aii:ce alle propneri del a^ 2. Aduaqae si ha 

(6) ^s s'=mm\ 

cioi : due atnx fcmJtHnattdli si si^^no Si^ltanio in punti fondamefttali. 

7. Se PorJine di una curva fonddnuntah [m, jJ i maggiore del- 
Vordine di un^ ultra curva )\m.iatfunLik \jn\ i'j; sarj^ in un punto fon- 
damentale qualsivogUa , la moltit*!icita dcllj prima curva maggiore e- 
gu*iU a qiulla della scconda; cioe se /// > m , sari s^^^s]. In vero, con- 
«>i4criaino una curva C, di ordine m\ avente nei punti i , 2 , . . . le 
s>iu$«>i>(; moltiplicita di [m\ 5'], iranne che nel punto 1 la moltipliciti 5' — i. 

Ui^L^fu cursA C [per cssereifcti) _ (fiJZ_i)f? = 5;] v 



ana in una 
2 



u^ '' /u i»w^4 I4 curva [w, ^J in 
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punti variabili. Ora, se fcsse s-<:^s\,\j. curva [fn^s^] dovrebbe coinci- 
dere o far parte di quella curva C die fosse condotta per 5,' punti 
della stessa curva [m,s^]; il che non puo essere, essendo m' < m. 

L'assurdo cessa se , essendo sempre ^^ <C -^^ , sia m = m', AUora 
la curva C, condotta per ^^ + i punti di [///,xjdeve coincidere con 
questa curva e quiadi (n" 3) essere determinata; cioi deve aversi ^-=1^+ 1: 
il che di nuovo rientra in una proprieta che dimostreremo nel n.° se- 
guente. 

8. Consideriamo due curve fondamentali (distinte) dello stess'o 
ordine ;;; e siciio [m^ 5,], [///, s[]. Sussistono Ic relazioni (4), (6); cioi 



Dalla somaia delle due prime sottraendo il doppio della terza, si 
trova 

il secondo membro della quale i una somma di numeri interi positivi. 
Segue, non potcndo essere (j, — - sy = 2, che deve essere (jr. — s^ = i 
per due valori di i ed (x, — sy :=:io per tutti gli altri valori di i. Quel 
due valori di / sicno, ad esempio, i, 2 : e si avri- 



^. — x| = e 



(5) \ s[-s: = . 



s, — s[ = o = 3> 4, • ••). 



ove t, e' rappresentano ciascuno it i. Ma la (3) di 



nm =^s,r, , nm = X'^'-* 
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c sottraendo, per le (B), 

da cui e = — e', r, = r, (*). Infine dalla prima delle (^A) sottraendo 
la terza e tenendo prescnii le (B), si ricava 

I =j,e + s,t' = (s^ — s;)t; 

onde se e = I : -^a = -^i — ^ 

se e = — I : 5^ = J, + i . 

* Si conclude che due curve fondamcniali dello slessj or dine Imnno in ogni 
punlo fondamentale la stessa moltiplicita, salvo che in due pitnli fonJa- 
mentali equimultipli. Se una curva ha in una di qucsti la violuplicita 5, 
avra neWallro punto la moltiplicita s ± ly e I'allra curva avra ordina- 
taniente negli stessi due punli k moltiplicita s ± i^ s (corrisponiendosi 
i segni inferiori e superiori). 

Possiamo fissure arbitrariamente che abbia luogo uno qualunque 
del due casi (per es. quello in cui le ricordate moltipliciti sono rispttti- 
vamente 5, 5 + i ; x + i , 5) sceglicndo opportune denominazioni. 

9. Si indichino con C, C Ic due cur\'e fondamentali dello stesso 
ordine ;//, dianzi considerate, avcnti nei punti fondamentali 

^> 2, 3» 4> S> • • • > 
ordinatamcnte Ic moltipliciti 

s + I, Sy s^, s^, s^, ... (C) 
s, s + I, s^, s^, s^, . , . (C). 



(•) Anche dalla (5), cio6 dalle 
sottraendo si ha, per le (B), j -f g' = 0. 
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Vogliamo ricercare cio che accade pei punti del gruppo a cui appar- 
tengono i, 2 e per g!i altri gruppi di punti. 

Se r^=zrj=:rj, si consideri una curva C" dello stesso ordine;/* 
di C, C e avente nei detti punti fondainentali rispettivamente le mol- 
tiplicit^ 

s^y 5, 5 + I, s^. s^, ... (C) 

cioi le stesse moltipliciti di C, C\ coUa sola differenza che nei punti 
I, 2, 3 le moltipliciti sono diversamente distribuite. Questa curva C 
esiste perche esistono C e C e perchi i punti fondamentali sono af- 
fatto indipendenti; ed e fondamentale, perchi, essendo i, 2, 3 equi- . 
niultipli, le intersezioni di C" con una curva generica di S sono quanto 
quelle di C e di C Applicando alle due curve C, C il teorema del 
n** 8, si noti che i due punti fondamentali equimultipli, di cui 6 pa- 
rola in quel teorema, non possono essere che i, 2 ovvero 2, 3, giac- 
ch4 in 2 la moltiplicitii delle due curve 6 gii differente e, se i eguale 
in I, deve essere difFerente in 3 e viceversa. Ne segue, per lo stesso 
teorema, che deve essere s^=i s ovvero s^ = s -{- i. Facciasi un caso, 
ad es., Xj = j. AUora , se fosse inoltre r^=zr^y ripetendo il ragiona- 
mento fatto per C, p^^r una curva di ordine m avente ordinatamente 
nei sunnominati punti fondamencali le moltipliciti 

e confrontando questa curva con C si osserverebbc essere gii diverse 
le moltipliciti in 2, 3, ^ pero dovere essere, sempre per il teorema 
del n** 8, s^:=s. Avendo supposio invece 5^ = 5 + i, avremmo con- 
cluso che si aveva 5, =r j + i . 

Sia invece r, diverso da r, ed rj = r^ : dico che si avri s^=z s^. 
Si fi un ragionamento analogo al precedente, cio6 si considera una 
curva (d'ordine m) avente nei ricordati punti fondamentali rispettiva- 
mente le moltipliciti 

Sy S -f- I, S^y S^j S^y . . , y 

e questa si paragona alia curva C. Le due curve hanno gii nei punti 
I, 2 moltipliciti diverse; onde, per il teoroina del n° 8, devono averle 
altrove eguali e quindi deve essere s^ = s^. 
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Ricordando le dcfinizioni dei n' i, 2 si ha dunque questo risul- 
tato che : ciascuna di due curve fondanuntali dello sUsso ordine ha in 
tutti i punti di un gruppo, al quale nan appartengono i due punti equi- 
muUipli indicati ncl teorcma del vl* 8, la slessa fnoltiplicitb (la medesimi 
per le diu curve); tuenlre^ se per i dclti due punti una curva ha orii- 
natatnenlc le moltiplicith 5 , j + i e /' allra le s + i ^ s (teorema del 
n" 8), ciascuna curva ha in tutti gli altri punti del gruppo a cm essi 
appartengono la stessa moltiplicith x, ovvero s -{- i {e pure la medesima 
per le due curve), 

Invece una curva fondamentale isolata ha in tutti i punti di un 
gruppo qualunque la stessa moltiplicith. Perchi, se essendo r, = r,, una 
curva fondamentale di ordine m lia in i , 2 le moltipliciti diflferenti 
J,, J,, esiste un'altra curva di ordine m , diversa da quella , la quale 
ha in I, 2 le moltipliciti 5„ J, e in tutti gli altri punti fondamentali 
le stesse moltipliciti della curva considcrata e che h pure fondamentale 
c per6 ecc. 

10. Si continui a considerare lo due curve fondamentali C, C 
(n** 9): e si chiami G quel particolare gruppo di punti fondamentali 
indicato nel teorema del n*' 9. I punti fondamentali di G sieno 

I, 2, . . . , I 

e, per fissare le idee, facciasi uno dei due casi possibili , cio6 che le 
moltipliciti di C, C sieno rispettivamentc nei punti di questo gruppo, 
ad esempio^ 

J + I, 5, 5, ... , 5 (C) 

S^ S + ly Sy ... y S. (C) 

Sia C" una terza curva fondamentale qualsivoglia di ordine m. Per 
C, C" (e cosi per C, C) il particolare gruppo dcve essere ancora G, 
perchi, nei punti di ogni altro gruppo C ha, per il teorema del n" 9, 
una medesima moltipliciti. Dunque, per lo stesso teorema, in tutti i 
i punti di un gruppo diverso da G le due curve C, C (e cosi C, C) 
hanno una stessa moltipliciti, e nei punti di G la curva C avri, sem* 
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pre per quel teorema, una moltipliciti j + i e tutte le altre s. Ma la 
moltipliciti ^ + i non potri essere in i, n^in 2, altrimenti C" coin- 
ciderebbe con C o con C (n^ 3). La moltipliciti s + i sari (ad es.) 
in 3 ; cioe C avri in tutti i punii le stesse moltipliciti di C, C e 
nei punti di G ordinatamente le moltipliciti 

Deve essere adunque i ^ 3..Viceversa, se cio avviene, esiste sem- 
pre la curva fondamentale C (cfr. n** 9). Collo stesso ragionamento, 
avendosi una quarta curva fondamentale C di ordine tn si dimostra 
che deve avere in tutti gli altri punti fondamentali le stesse moltipli- 
citi di C, C, C" e nei punti di G (ad esempio) le 

onde deve essere i =^ 4; e viceversa, se ci6 accade, una tal curva C" 
esiste certamente. Continuando, si conclude Tesistenza di 1 curve fon- 
damentali dello stesso ordine m c di i soltanto. 

Alia stessa conseguenza si arriva nell'altro caso, cio4 quando C, 
O abbiano nei punti di G le moltipliciti 

5 + I, 5, 5 + I, ... , J + I 

ossia (ponendo s — i in luogo di s) le 

3 "^■* i» ^y ^y • • • y ^ 

m 

S S — — T X S 

Si ha quindi il 

Teorema. — Ogni gruppo di i (^ i) curve fondamentali i coordi- 
nalo ad un gruppo di i punti fondamentali. Ciascuna curva del gruppo 
ha in tutti i punti del gruppo coordinato la stessa moltiplicitb s, tranne 
che in un punto ove ha la moltiplicitb s + i ovvero s — i ; ed ha in^ 
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I'f.'C in tiiiti J l^unti Ji un gruj^pj non coordinato la medesiina nioltipli- 
cild c. / muncri s, c sotto gli stessi per tittte Ic curve del gru^po — : nel 
quale sono coniprcsi i t-.-oremi dei n* 6, 7. 
Cioc, se (aJ esempio) si lia 

c sono A + 1 1 /^ + 2 , . . . , A + I i punti del gmppo coordinato ad 
un gruppo di cur\'e, le 1 cun*e di questo gruppo avranno ordinatamente 
le nioltipliciti^ 



. I 

C, «I , ... , 1, 5, 5 ZI I , ... , ^, '^, "T J ... , T, ... , 






> • • • > 



jjjjj ... jj _. I) T, T, , . . J Tj ... J 



dovendosi prendere per tuttc il segno -}- ovvero per tutte il segno — . 
Si puo osservnre clie , per il teorema del n" 5 , deve essere 
<i > 5 ^ T ^ . , . ovvero <j ^=:: 5 > t ^^ . . . , secondoche si prenda il 
segno + ovvero il segno — . 

II. Non viceversa ogni gruppo di punti 6 coordinato ad un grup- 
po di curve. Ad es. il sistema di quartiche aventi tre punti doppi e 
due punti seniplici fondamentali ha le tre sole rette fondamentali con- 
giungenti i punti doppi die costituiscono un gruppo coordinato al 
gruppo di questi punti, ma il gruppo dei due punti semplici non ha 
alcun gruppo coordinato di curve fondamentali. 

Sarebbe interessante ricercare le condizioni necessarie e sufficienti 
per le qunli Iia luogo la proprieti invcrsa della precedenie. Per ora 
ci limitiamo qui ad un caso particolare nel quale la inversa h vera. 
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II. 

12. Si abbui iin sistema S omiloidico di curve. £ nolo che con 
esso si puo costruire una trasformazion: univoca fra dav^ piani e che 
quindi dal sistema dato nasce un niiovo sistema omaloidico 5,. b no- 
te inoltre che ad ogni curva fondamentale di S corrisponde un punto 
fondamentalc di S^ c reciprocamcnte; ciie Tordine di una curva fonda- 
mentale e la moltipliciti del punto fondamentale corrispondente sono 
cguali, e infine che la moltipliciti di una curva fondamentale in un punto 
fondamentale di 5 6 eguale alia moltiplicita del punto fondamentale cor*- 
rispondente per la curva fondamentale corrispondente di 5, (*). Colle 
quail proprieti, applicando al sistema 5, il teorema del n'' lo e ritor- 
nando poi al sistema S , si trova facilmente che anchc ogni gruppo di 
pnnti e coorditiato ad un gruppo di curve. 

E allora facciasi il ragionamento noto : cio6 si osscrvi che, es- 
sendo il numero dei punti fondamentali eguale al numero delle curve 
fondamentali, e la totalit.\ delle curve dei gruppi eguale alia totaliti 
dei punti dei gruppi, deve essere il numero delle curve isolate eguale 
al numero dei punti isolati. Adunque, raccogliendo : — Se un sistema 
omaloidico ha a^ punti setuplici , a, punti doppi , a punti tripli , . . . 
fondamentaliy e inoltrc ?, rette^ [i, conichc, ^^ cubicbe, . . . fondamentali , 
I nutneri a sono eguali ai numeri ^ presi nello stcsso o altro ordine — ;che 
e il ricordato teorema di Cremona. 

13. Dal quale teorema Jung ha dedotto un teorema analogo per 
i sistemi S che hanno il numero dei punti fondamentali (afFatto indi- 
pendenti) eguale a quello delle curve fondamentali. Le considerazioni 
che conducono a questa generalizzazione sono le scguenti. 

In primo luojo si osservi che un sistema di punti i, 2, 3,4,..., 
affatto indipendenli , sottoposti ad una trasforma:^ione quadralica , di 
cut i punti fondamentali sic no trCy i, 2, 3, dei punti stessi, da origine 
ad un nuovo sistema di punti i', 2', 3', 4', ... {ili cui i\ 2' , 3' 
sono omologhi rf/ i , 2 , 3 e 4' , . . . , / corrispondenti di 4, . . .) pi^ 



(*) Cfr. igi^citati Mitanges siir tes transformations ghmetriques des figures ptants. 
Rend, Ore, Matem,^ t. Ill, parte i».— Stampato il 23 gcnnajo 1889. 3. 
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re affatto inlipifiikntu GLicchCy se (ad cs.) un punto 4' fosse succcssiro 
ad r, ne seguirebbe che i pund 2, 3, 4 sird>bero in linea retu,con- 
trariimente al supposto. E in generale, ad ogni reLizione di postzione fin 
i punti x', 2', Ij 4', ... corrisponde ,per la trasformazione quadra- 
tica , una rclazionc di posizxone tra x pund i, 2, 5« 4, . . . (*). 

Un si:>tcma linearc S sonoposto ad una trasformazione quadn- 
tica di cui i tre punri : jnJamenuli sieno pund fondameotali di 5, pro- 
durra adunque un nuovo sistenia della stessa specie (cioc a punti 
fondamentali pure aHfano indipcndcnd). Si etTettuino successivamente 
tali trastbmiazloni quadratiche , adoperando i tre punti fondamen- 
tali di ordinc niasslmo c connnuando tino a che si trova un siste- 
nia lincarc S^ , il cosidctto sistenia minimo , nel quale b somma 
dclle moltiplicit.! dci tre punti fondamentali di ordine massimo non 
supera I' ordine dellc cun*e del sistema. II sistema 5, sari privo di 
curve fondamentali (**); non potra cioc accadere il caso eccezionale (***) 
che prc>.:iti due punti fondamentali e una rctta fondamentale (che li 
congiunge), ijuan.h, come sempre si suppone nel seguito del presente 



(•) So per una cunu |* Ji orJinc k a»-cntc in i , 2 , } , 4, . . . punti /, «P*«, 
/jOp^Oj /j "P'O, /^ "r-^, . . . ciisicsicro d v;nco!i,cioe dellc condizioni cspressc da que- 

stc nioltipliwiti fosscn fj conscguc:;/-i dcllc rimanenti, sarcbbc 

inJicaiulo y il nunuro d' in:':r.it.i vicl si>tcnu ucl quale i" vjria (se p 6 detcrrainata. 

La trasfonii tU di y c dch'ordine 2 ^' — /, — - /. — /. , ha in 1,2, j , 4, ... 

punti ( * — /, — /, )^p'^» , (/: — /, — /3)"i*°, f^- — /, - /=)"?»«', /4-P>«, ... c varia 
pure in una moltiplicita ccv. Onde, so f3ssero 6' » vincoli per la trasforniau, si a\Tebbe 

( 2 ^' -/,-/,- /j ) (2 *-/,-/,- /, -f- 3) , ^ Af _ 
(it — /,-/j)(X- - /,— /.-!-!)_ , (^ — /,-/})( t-/.-/ 5 + 

.} ^ - I- ^ I-... 

Dalle due rcUv.ioni prccedcnti segue = 6'- ^•*-'^ caso nosiro 6 sempre J = ft' = o. 
(**) Caporali, 1. c, n" 5. 
(*••) Caporali, 1. c, n® 4. 
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n**, ci limitiamo at sislemi S dotati dclla proprkta che la differenia fra 
il numero dei punii fondamentali e quello delle curve fondamentali sia 
:(ero, Giacchi J ^ n g ha dimostrato (*) che questa difFerenza non si 
altera per una trasformazione cremoniana e nel detto caso eccezionale 
la nominata difFerenza sarebbe eguale ad i. Segue poi , dall' essere 
qudla difFerenza costante e daU'essere nullo il numero delle curve fon- 
damentali di 5j, che i pure nullo il numero dei punti ibndamentali 
di 5, : ossia 5, i costituito da tutte le curve di uno stesso ordine [x. 

Onde S (come 5,) ^ oo — r~ ; una curva variabile del-sistema h di ge- 

nere^^- ^^ ^e due curve si segano in fA* punti variabili. 

Consideriamo la trasformazione cremoniana che conduce da S^ ad 
S : e dicansi R^ la rete omaloidica nel piano di 5, cd R quella nel 
piano di 5, date dalla detta trasformazione. Un punto fondamentale 
di if, non giace sopra una curva generica di 5, e per6 la curva cor- 
rispondente a quel punto per la trasformazione, curva fondamentale 
per R^, i pure fondamentale per 5 : e reciprocamente ad una curva 
fondamentale di S deve corrispondere un punto^ non una curva, per- 
chi una tal curva sarebbe pure fondamentale per S^. Ancora : una 
curva fondamentale di R^ di orJine x h segata da una curva generica 
di 5, in [lx punti variabili e quindi le corrisponde un punto fonda- 
mentale, x°p^** per R e ((jla:)"p^° per S: e reciprocamente un punto 
fondamentale di 5 deve avere per corrispondente una curva , fonda- 
mentale per i?,, e pero ccc, Dunque i punii e le curve fondamentali 
di R sono tuiti e soli i punii e le curve fondamentali di S , cccetto che 
la nioltiplicita di uu punto fondamentale per S e (jl"?** di quella dello 
stesso punto per R. 

Le propriety del sistema R^ dctte nel n°. I2, si trasportano quindi 
iramediatamente al sistema S; ciohy per un sistema lineare (a punti fon- 
damentali affatto indipendenti) , pel quale il numero dei punti fonda- 
mentali e eguale a quello delle curve fondamentali , anche ogni gruppo 
di punti e coordinato ad un gruppo di curve ; e quindi : se un tal 



(*) Ricerche sui sistemi lineari di curve algehriche di genere quaJunque (^Annali 
di Matematica pura el applicala^ scrie II, tonio KV), n^ 20. 
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sistema ha a^ punti (xf^' , a, punti (2 pL)"r'' , a^ p««/i (3 (jl)"p'' , . . . /(?«- 
datnentali c inoltre p, rt'//t' , p^ conichc^ [i^ cuhicbt , . . . fondamcntali , 
I numcri a joho ^^«a// j/ numcri ^ prcsi ncllo stcsso altro ordinc (*). 

14. Nel numero precedcnte abhiamo applicata la proprieti , do- 
vuta a Jung, che la differen^^a fra il numero dei punti fondamcntali c 
qutllo delle curve fondamcntali di un sisfema linearc S e costante per una 
trasformaT^ionc quadratica {cppcro per una succcssione di esse , cioe per 
una trasformaiione cremoniana). Termineremo il presente lavoro col dare 
di questa proprieti una dimostrazionj assai semplice. Sia S il sistema 
primitivo, 5, il trasformato; e dicansi /,, /. rispettivamente il numero 
dei punti fondamentali e quello dclle curve fondamentali di S. II trian- 
golo fondamentale (ncl piano di 5) della trasformazione quadratica 
con cui si passa da S ad S^, contenga / vertici e / lati pure fon- 
damentali per S (potendo avere ciascuno dei numeri 1, / uno dei va- 
lori o, I, 2, 3). I rimanenti /^ — i punti fondamentali di S produr- 
ranno altrettanti punti fondamentali di S^ q le rimanenti f^ — /curve 
fondamentali di 5, altrcttante di 5,. Inoltre 5, conterri altri 3 — / punti 
fondamentali corrispondenti alle rette non fondamentali per S del det- 
to triangolo (perche queste rettc sono scgate in punti variabili da una 
curva generica di 5) e altre 3 — ; rette fonJamentali corrispondenti 
ai punti non fondamentali per S del triangolo stesso (perche questi 
punti non csistono sopra una curva generica di 5) : e inanifestamente 
nuU'altro. Dunque 5, possiede fp-—i+ 3 — / punti fondamentali ed 
f^ — y + 3 — / curve fondamentali c la ditferenza di questi due nu- 
meri ii fp — /, . c. D. D. 

Tredozio, ottobre 1888. 

Aggiunta. — II teorema del n" 10 mostra che ogni gruppo di 1 
curve fondamentali 6 coordinato ad un gruppo di / punti fondamentali 
e ad uno solo. 

Si aggiunga che non possono due gruppi di curve fondamentali es- 



(*) J u n g, I. c, no 52. 
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sere coordinati al medesimo gruppo dipnnli. In vero, ritenendo Tesempio 
del detto n^ lo, abbiasi un'altra curva fondamentole d'ordine m' i^mj 
avente nei punti 

(A) h+ I, h + 2, ... , h + i 



ordiqatamente moltiplicit^ 



6 y 0^ ... y 0. 



Questa curva sega la prima curva del gruppo ivi considerate in 

e'(j ±: i) + (i — I) j6 + X = mm' 

punti, se si indica con X il numero toiale delle intersezioni raccolte 
nei punti fondamentali diversi dai punti (^4); e parimenti sega ogni 
altra curva dello stesso gruppo in 

h's + 6(5 ±i) + (i — 2)^6 + X = mm' 

punti. Sottraendo una relazione daU'altra, risulta 

6' =6; 

il che dimostra che la curva fondamentale d' ordine m' considerata 
non appartiene ad un gruppo coordinate al gruppo (i4), giacchi in 
tal caso doveva essere V = 6 it i . 



Pavia, 30 dicembre x888. 



E. Bbrtinl 
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UN TEOREMA SULL' HESSIANA D'UNA FORMA BINARIA, 



NoU del dott. F. G 6 r b a I d i , a Roma. 



Adunan^a del 2) dicembre i888. 



Per una forma binaria cubica 6 noto, che se i tre punti della for- 
ma sono reali e distinti, i due punti deir Hessiana sono imaginari. 
Questa proprieti i un case particolare del seguente teorema per una 
fomlU binaria di grado qualunque a coefficienti reali : 

Se tutti i punli d'una forma sono reali e distin!i, V Hessiana ha tutti 
I punti imaginari, e prende soltanto valori negatiui; se poi tutti i punti 
della forma sono reali , ma alcuni sono multipli , V Hessiana ha ogni 
punto r^^^ della forma come punlo 2(r — i)?^**, aW infuori di questi non 
ha punli reali e prende soltanto valori negalivi, — Se l' Hessiana ha tutti 
I punti imaginari ed e costantemente positiua , la forma ha altresi tutti 
i punti imaginari. 

La dimostrazione di questo teorema k fondata su d'una identity 
che anzitutto vogliamo stabilire. 

Una forma / =z a" = a'JJ sia il prodotto di due forme 

9 = a;=a'{ e ^ = Px=P'J (p + ? = «); 
di queste ci occorrono i seguenti covarianti 

A., = (« P)' «r pr A„ = m" pr pt • 
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Proponiamoci di formare la Hessiana di /, H=z (aay a"^* a"l^*; a 
questo scopo prendiamo la seconda polare di / 

la quale, in virtii deiridentiti 

(2) 2 «, p, «, p, = «: p; + «; p: - (« py (* y)' 

si pu6 scrivere 

(3) «(«-i>rx=Tf>(«-o«r«;'i'-m„(*^y+y(«-i)?rp;.?- 

Qui poniamo successivamente 

:y, = <, ^'a = — ^'.; :vi=«a,* y, = — «,; j', = Pa> >', = — ?, 

e moltiplichiamo i due membri rispetrivamente per «'"""*, oej"', P|p*; 
avremo : 

n(n - iXaayar'<C'=p(n - i)A„^ + q(q - l)^,,f 

n(n- iX^py^rPr =P(P - OAu+ + ?(«- Oa„? 

e finalmente moldplicando la prima di queste uguaglianze per fi, la 
seconda per ^ ^ e la terza per q<f, Q poi sommando membro a mem- 
bro si ricava 

(4)n*(«— i)i/=/)»(«—OA„v|;*— 2/>yA„ 9^ + ?*(«— I)A„9\ 

Questa formola esprime T Hessiana del prodotto di due forme come 
funzione quadratica di queste, essendo coefficienti i secondi scorrimenti, 
Se si ha presente la nou identity 

(5) 2P= - A„ Y + 2A..?+ - ^^^9" 
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la formola, cui siamo giunti, si puo anche scrivere come segue : 

(6) „(iu-i)H=p(p-i)s„^^-^r+q(9-i)^»9\ 

Nel calcolo ora fatto si i iniplicitamente supposto />> i, {'> i. 
Quando ^ y = i e quindi ^ = P, (essendo ancora />> i) , alia (i) 
bisogna sostituire quest'altra 

c, per potere a questa applicare la (2), conviene prima moltiplicarne 
i due membri per ^ = 3,, donde si ha 

«<7r «;. ^^p^T'o^i- V - AuC^jyy + r,. ?. 

Ed ora seguendo lo stesso procedimento di prima : 

«(«?)'«r.4'=(/'-0A,.f 

donde si deduce, nel caso di 9 ^ i : 

Quando h q ^ t, anche la (5) si moditica : 

2/' = 2 (« p) (a' w «r ■ «r '= «j-* «'r* [(« ?)* < + («' ?y «:- (« «')*pn 

(8) 2/'=2A.,9-A..f, 

merci la quale* la (7) si pu6 anche scrivere 

(9) «'H=(p'-i)A.,-{-'-2;' 

e questa si accorda coUa (6) quando si £iccia 9 =t: i. 
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Premesse queste fomiole, passiamo alia dimostrazione del teore- 
ma enunciato. Cominciamo dal caso in cui i punti della forma sono 
tutti reali e distinti. Dimostreremo che il teorema ^^e per le forme 
di grado t/, quando esso sia verificato per le forme di grado inferiore 
ad n. Ammettiamo pertanto che, quando sono reali e distinti tutti i 
punti d'una forma di grado inferiore ad n, la Hessiana non si annulli 
mai per valori reali dix^ix^Q per consegucnza prenda sempre valori 
dello stesso segno, e precisamente ammettiamo che questi valori siano 
costantemente negativi. 

£ facile verificare la veriti di questa ipotesi per le forme di 2° e 
di 3'' grado. L'Hessianad'una forma di 2° grado a^=a^x|-f2ajJCjX,4-«a^ 
6 rinvariante (oLcn'y = i^ol^ol^ — a*), e questo (come i noto) i ne- 
gativo quando i due punti della forma sono reali e distinti. Sia poi 
una forma di 3° grado al, e si scomponga nel prodotto di due fat- 
tori a^p^; se i tre punti di a] sono reali, saranno reali i due punti di 
a*, e quindi sari (aa')*= a„ <o; allora dalla (9) per « = 3 segue che 
THessiana di a] consta di due termini essenzialmente negativi. 

Consideriamo ora una forma al di grado n composta di punti 
tutti reali e distinti; essa si puo in varie maniere scomporre nel pro- 
dotto di due forme a^^;[ di grado inferiore, le quali hanno ciascuna 
tutti i punti reali e distinti; quindi per Tipotesi flitta si ha costante- 
mente A„<o e A„<o. Ma allora la formola (6) fa vedere che THes- 
siana di al consta di tre termini essenzialmente negativi, e questi per 
uno stesso valore di x^ : x^ non si possono annullare separatamente ; 
perch^, se per uno stesso valore di x^: x^ fossero insieme 9=0 e vI/=o, 
quel valore sar«bbe radice multipla di j" := 0. Dunque, se una forma 
ha tutti i punti reali e distinti, la Hessiana prende soltanto valori ne- 
gativi ed ha tutti i suoi punti imaginari. 

Resta ad esaminare il caso d'una forma dotata di punti tutti reali, 

tra cui ve ne siano alcuni multipli. Se p( * = — ^J 6 un punto jp*® 

di a", si potri scrivere al= oil?>ly intendendo cheisimboli P,, P^ ab- 
biano valori effettivi, e che a^ non sia divisibile per p^,, e per conse- 
guenza (apy^o. Allora si ha 

A„ = o identicamente, e /= (aP)a^\P7' = 7,.^^' 
Rend, Grc, Malem.^ t. Ill, parte 1*.— Sumpato il 26 gennajo 1889. 4. 
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c cosi la (6) diventa 

(10) «(«- i)h=/»(/.-i)a.,p,''-^/:k('-> 

donde appare che H contiene il fattore p, alia potenza 2{q — i); non 
lo pu6 contenere ad una potenza niaggiore, altrimenti p, dividerebbe 

/, e quindi per -*= — ^*- si avrebbe 7, = (apy=:o. Dunque ogni 

•^a Hi 

punto q^^ della forma i un punto 2{q — i)?*** dell'Hessiana. 

Se la forma a\ ha un solo punto multiplo p, aj avri soltanto punii 
semplici, e pero THessiana di a^ che 6 a„ sari costantemente negativa; 
donde segue, in virti della (lo), che per i punti diversi da p sari an- 
che THessiana di a" costantemente negativa. 

Ed ora ammesso il teorema per il caso di h punti multipli, i fa- 
cile dimostrarlo per il caso di jl: + i punti multipli. Se rt" ha i + i 
punti multipli p, y,, Yij • • • > Y* ^^ scomponga a* nel prodotto a[^l ; 
la forma aj ha k punti multipli y^ , y,, . . . , y* , e quindi V Hessiana 
di aj, che ^ A„, per i punti diversi da y„ y^, . . . , y* 6 costantemente 
n^ativa; ma allora in virrii della (lo) per i punti diversi da p, y,, y„ ... ^y^ 
anche THessiana di a* 6 costantemente negativa. 

L'ultima parte del teorema 6 una immediata conseguenza della (9). 
Se la equazione a" = o ha radici reali, sia i^ un fattore reale di pri- 
me grado di tf"; dalla (9) segue che, quando i <J; = o, /f i n^ativa; 
ossia le radici reali di a" = sosHtuitt nella Hessiana la rendono ne- 
gativa. Dunque, se 1 'Hessiana ha tutti i punti imaginari ed i costan- 
temente positiva , la forma non puo avere punti reali ; sari necessa- 
riamente di grado pari. 



Rom J, dicembrc 1888. 



F. Gerbaldi. 



17 



UNA APPLICAZIONE DELLA GEOMETRIA ENUMERATIVA 



ALLE CURVE ALGEBRICHE, 



di Guido Castelnuovo.a Torino. 



Adunan^a del 2) dicemhre 18 SS, 



In questo lavoro ci proponiamo due fini : esporre un metodo utile 
in molte ricerche della teoria delle curve; presentare alcune formole 
che ci sembrano notevoli e in se stesse, e per le loro conseguenze. 
A queste formole noi siamo giunti applicando il principio della conser- 
va:(ione del nutnero a curve degeneri (*). La trattazione diretta delle 
questioni, teoricamente preferibile, ofFre in questo caso gravi diflScolti. 

Indicheremo con C^ una curva d'ordine n e genere />. L'insieme 
di piu curve d'ordine «,, «,, ... n^ e di genere risp, />,, />a, ... p^da 
una curva d'ordine w = w^ -|- «, + ... + «, e J/ genere 

/> = A + />. + . . . + A - - I) + /, 

dove i e il numero totale delle inierse^ioni semplici delle curve dale , a 
due a due; si suppone che le curve date si seghino in guisa, che si 



(*) Spetta al sig. Schubert il merito di aver enunciato in modo precise 
questo fecondo principio, e di averlo applicito a numerose questionL V$di il trattato 
KaUcul dgr AbidhUnden GeomtirUy e varie note pubblicate nei Maibematischt Anmlen 
e negli Acta Matbematica, 
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possa passare da una curva ad un'altra qualunque, percorrendo curve 
del sistema ed attraversando punti di intersezione. II Not her che di la 
definizione del genere della curva complessiva (*), mostra che la curva 
gode le propriety dipendenti da quel valore di /> (serie di gruppi, in- 
tersezioni, ecc). £ quindi naturale di pensare che le proprieti e i nu- 
meri che dipendono solo daU'ordine e dal genere di una curva (**), si con- 
servino , quando la curva si spezza in curve minori secondo la defi- 
nizione precedente. Ncl seguito parleremo soltanto di curve Q coni- 
poste di una C^Z/+, e di una retta secante Tultima curva in / (> o) punti. 

I. Gli spazi a r dimension! S^ che segano in c punti una curva 
C appartenente a 5,, formano un sistema di moltepliciti 

T = (r + i) _ (j _ r _ i) ((J _ r — i), 

o superiore; si suppone che t non sia negativo. Se t =: o il numero 
di questi S^ ^ (in generate) finito. Calcoleremo questo numero, dato 
rordine e il genere di C, nei due casi 

i) J = 2(r + i), <T = r + 2; 2) J = r + 2, <7 = 2 (r + i). 

// numero degli spa:(i S^ che segano in (r + 2) punU una curva C" 

(.) (" 7;7 ') - K" ~ ' ~ + © (" 717 - - (•• • 

Indichiamo con / (w, r)^ il valore di questa somma , qualunque 
siano gli interi w, r, /?. La / sodisfa alle relazioni : . 



(•) Acta Mathematica, VIII. 

(*•) Si t indotti a ritenere che i numeri dati nei paragrafi seguenti dipendano 
solo daU'ordine e dal genere della curva, dal faito che nei pi»no e nello spazio or- 
dinario quci numeri si possono calcolare con nictodi piu direiti in funzione dell* or- 
dinc e del genere soltanto 

(*•*) Si arresti lo sviluppo al primo termine nullo; altrettanto per le formolc se- 
guenti. 
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I f(n + I, r\ =f(n, r\ + /(« — r, r — i)^, 

Atnmettiamo ora che la (i) dia il nuinero rischiesto per le curve 
degli spazi inferiori a 5,(^^,) ; e in qiiesto stesso spazio valga per la 
C^; dimostreremo che in conseguenza la (i) vale per le curve d'or- 
dine « + i e di genere /) o /> + i di S^^^^^y 

La CJ^* si scinda in una C^ e in una retta g unisecante. Gli spazi 
S^ che segano in (r + 2) punti (^^\ sono o spazi secanti in (r + 2) 
punti Cp, o spazi secanti in (r -\- i) punti C^ e in un punto g, 

D numero dei primi 6 per ipotesi /(n, r)^; il numero dei second! 
i il numero degli 5^, secanti in (r + i) punti la C^* di 5,^ proie- 
zione di C^ da ^, e questo numero h per ipotesi /(n — i, r — i)^. 
Quindi il numero richiesto per C^^ 6 

/(«> 0/» + /(w — i> r — i)^ =/(« + I, r\ per le a); 

e ci6 appunto si yoleva dimostrare. 

Nello stesso modo la C^\ si scinda in C^ e in una retta bise- 
cante; si troveri che il numero richiesto per C^\ 6 dato da 

/(«> 0^ + /(^ — 2, r — i)^ =/(n + I, r)^^ . 

Ora la (i) vale in ogni caso per r = o, e in 5j^^^,j vale per le curve 
razionali ed ellittiche d'ordine 2(r + i) + i; dunque la (i) vale per 
tutte le curve di »S^a(^+,) , nelle quali 

CA) n—p^2{r+ I). 

Quanto alle altre curve, dimostreremo che se la (i) vale per CJ^, 
vale per ogni C^^^Li , che possa degenerare in una C! con una retta 
f-secante, g. II numero degli S^ che segano in (r + 2) punti CJ^^L, 6 
dato da /(«, r)^, piii un certo numero /,(«, r)^ che dipende dalla mol- 
tepliciti di g nella varieti costituita dagli 5, (r + i)-secanti CJJ. Si tratta 
soltanto di dimostrare Tuguaglianza 



jO G. CASTELKUOYO. 

La via che si presenta h di calcolare /,(«, r)^ e poi di servirsi 
opportunamente delle a) per mostrare che il secondo membro si ri- 
duce al primo. Ma questo calcolo pu6 esser evitato. Siriconosce an- 
zitutto che /,(«, r)^ h somma di pifi funzioni del tipo di /(«, r)^ per 
argomenti che non superino «, r. Poi si osserva che se per C^L, 
(e quindi per Cp vale una disuguaglianza analoga alia A) i termini com- 
ponenti a') hanno significati geometrici precisi; e Tinterpretazione geo-. 
metrica mostra appunto che allora la a') deve sussistere. Dunque la a') 
h vera quando, dato r, e scAxop ad arbitrio^ si prenda «as/> + * — 2 + 
-f- 2 (r + i), cioi per infiniti valori di «; dunque la a') h una identita, poi- 
chft i vari termini che la compongono sono funzioni razionali di «, p. 
Ma se la (i) 6 vera per la C^, il secondo membro della a') dk il nu- 
mero degli spazi S^ (r + 2)-secanti CJ^^L,, e la a') dice che questo nu- 
mero pu6 aversi dalla (i). 

Cosi si trova che la (i) vale per moltissime curve che non so- 
disfanno alia A). Crediamo che da ogni curva mediante successive de- 
generazioni in curve minori e rette secant! si possa giungere ad una 
curva sodisfacente alk A), Per6, siccome non possiamo fare questa affer- 
mazione in modo assoluto, siabbiacura, nell' applicare a casi numeric! 
la (i), di osservare se in que! casi, coi metodi qui dati, o con vie 
analoghe, I'applicazione possa giustificarsi. Ci6 valga anche per i pa- 
ragrafi seguenti (*). 

2. n nurnero degli spa:(i S^ secanli in {ir + 2) punti una C^ di 

« 2,7^AC7;ti7')C7;ti7')(0- 



(*) La (i) poteva anche dedursi di una forraola di Brill e Ndther, che 
dk il nurnero di soluzioni di un sistena di equazioni provenienti dall'annulUrsi di una 
matrice (Math, Ann,, VII). 

Si notino i casi particolari della (i) 



/(4 



-i.^- 2h. =,-^ (» " +•); mp -l.p-2), = 2f. 
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Indichiamo questa somma con 9 («, r)^; la 9 ha la seguenie pro- 
prieti : 

P) ?(« + I, r)^^ = ?(« + I, r\ — 9(/i - I, r - i)^. 

La formola (2) valga per ogni curva di 5^^.,, e ia 5^, per la CJ 
c la C^\ Se la CJ^' si scinde nella CJ e in una retta g unisecante, 
11 numero degli S^ che secano in 2 r + i punti C^ e in un punto g, 
deve esser dato da 

^?.(«> 0^ = ?(« + I. r)p — ?(«> Or 

Se la retta g si appoggia in un secondo punto A a C^, di questi 
?i (^> Op spazi, alcuni passano per ^ , e precisamente tanti , quanti 
sono gli 5^_, che segano in 2r punii una C^^ di 5^^,; questo numero 
i (f(n — I, r — i)^. Quindi la differenza 

di il numero degli S^ che segano 2 r + i volte una C^ di S^^ , e si 
appoggiano ad una corda della curva, senza contenere una estremiti 
della corda. Sicchi 

=?(«+i,Op+« 

di 11 numero degli spazi S^ che segano in 2r + 2 punti una C^\ (dege- 
nere); anche per la CJJJ vale adiinque la (2), 

Ma la (2) vale per r = o, i , e per le curve razionali di qua- 
lunque spazio (come si pu6 mostrare direttamente); quindi per ragioni 
^naloghe a quelle del § i , la (2) vale per ogni curva (*). 



{•) Si noti il caso particolare 9 (3^ — i, W — 2)a«^= -r— 1^^^ \ 

alt + ^ \ It / 

=/(^7r — 3, w — . 2)jit, come deve essere per il teorema di Riemann-Roch. 
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3. // numero dcgli spa:^i S^^che hanno s contatti stmplici comma 

(3) ^' [(" 7l + (" 717 ■> + (" 7i7 1 (0 + ■••]• 



Indicando con <J;(w, j)^ questa somma, si hanno le relazioni 

N I K^ + ^ Op = K«> Op + 2Kw — ^ ^ — iV 
( ^(n+ I, x)^, = iK«, j)^+ 4i{/0^— i>-f — Or 

Ora si noti che la sviluppabile delle tangenti a C^\ quando que- 
sta curva degenera in una C^ e una retta g unisecante in A, si scinde 
nella sviluppabile delle tangenti a C^e nel fascio di rette determinato 
dalla retta g e dalla tangente in A, contato due volte. Si noti inoltre 
che uno spazio 5,_, passante per una corda c di C^, non deve consi- 
derarsi come bitangente alia C^l (costituita da Cp e da c) in punti di 
Cy perch(i 5,_, incontra CJ^\ in n — 2 punti oltre che in ^ . In base 
a queste osservazioni si riconosce subito che se la (3) vale per CI, i 
Humeri richiesti per C^' e C^J sono rispettivamente 

^(w, s\ + 2 ^{n — I, 5 — i\=^(n + I, s\ 

^Oh Op + 4 H« — i> ^ - Op= K« + i> 0^,- 

Ora la (3) vale per 5 := 2, e per le curve razionali di 5,; quindi 
ecc. (*). 

4. La via seguita nei paragrafi precedent! pu6 applicarsi con po- 
che modificazioni alle rigate. 



(*) La formula (5) (U il numero dei gruppi di una involuzione razionale d'or- 
dine n a f dimensioni , cbe hanno s punti doppi. Per ^ := o il numero t dato dal 
Weyr (Sitib. fVien, 1879); per » = 2/> — 2, y =/> — i dal Clebscli col mezzo 
degli integral! Abeliani, VorUstmgtn uber Geometrie, pag. 847. 
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// numero degli 5^, ch contengono s raggi di una rigata rjj di 5„ t 

(4)("-:+')-K"-7l7') + ©("7l7')--- 

Indichiamo con F(«, s)^ il valore della somma ; paragonandola 
alia (i) si vede che 

ie a) danno subito le relazioni, alle quali sodisfa la F. 

Sia Tp una rigata di ordinc n e genere p di 5„ per la quale valga 
la (4); e la (4) valga pure per ogni rigata degli spazi inferiori a 5,. 

Se alia r^ aggiungiamo un fascio di raggi che nbbia un elemento 
comune con rj, otteniamo una i^"'"* degenere. Uno spazio 5,_, che 
contenga s raggi di r^^', o conriene s raggi di r^, oppure s — i raggi 
di rj e un raggio del fascio. II numero del primi 5,_, 6 F(«, 5)^, il 
numero dei secondi 5,_, c F(n — i , x — i)^ ; quindi il numero to- 
tale d(^li 5,^^ contenenti s raggi di r^"^* i 

P^Qh 5\ + F(n~ J, s— i\ = F(n + i, s\. 

Se poi a r^ si aggiungono due fasci di raggi di centri F^ F aventi 
ciascuno un elemento comune colla rigata , e di piii il raggio F V^ 
comune, si ottiene una i^J; e il numero degli 5^, contenenti 5 raggi 
di questa h 

^(«> 0/» + 2 F(n — I, 5 — i\ = F{n + 2, 5)^,. 

Ma si pu6 dimostrare direttamente che la (4) vale per j z= 3, e 
qualunque sia s^ per le rigate razionali ed ellittiche, quindi, ecc. 

5. Due involuzioni razionali ^^^\ g^p di ordini w, « e di mol- 
tepliciti risp. q , r y giacenti sopra una curva di genere /> , hanno in 
generale un numero finito di gruppi di 5^ + r punti G^ comuni 
(iw, n^^q -{- f)\ quale h questo numero ? 

// numero dei gruppi G^ comuni a due involu:(ioni ra:(ionaIi j<J>, 
Rend, Gtc. Matem,^ t. Ill, parte iV— Sumpato il 26 gennajo 1889. 5. 
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SP gicicenti sopra una cnrva di genere p^ h 

0) 2.(-)'("'7ir')(°7-T')©- 

o 

Indichiamo con [w^, «J^ questa somma; si avri I'uguaglianza 

*) K> «rU, = K. w.]^ — [(^^ — 2)^„ (« — 2X_,\. 

La (>) valga per ogni curva il cui genere non superi p; dimo- 
streremo che vale per /> + i. 

Osserviamo che ogni involuzione g^^^ pu6 ottenersi sopra una curva 
(^di S, mediante gli oo^spazi passanti per un 5,_p_j secante in /> -f- f — v 
punti la curva; ci6 quando s supera un certo limite. Anzi per s ab- 
bastanza grande, dei /> + 5 — v punti alcuni sono arbitrari. Ci6 posto 
si abbia in 5, una C^"*** composta di una C^"*"' e di una sua corda c. 
Le due serie g^, gP siano segate su C^'"*"' dagli 5,__, che passano 
risp. per due spazi 5,_^^, , S^_^^ , i quali incontrino in p -{- s — w/, 
p -}- s — n punti la C^"*"* e in un punto ciascuno la c; questi due punti 
di c siano M, N. Se la C^^,"*"* da reduttibile, con una variazione infi- 
niiesima diventa irreduttibile, la parte di curva proveniente da c sari 
segata da ogni spazio 5,_, passante per MN in un punto solo oltre 
ad M ed AT, perchi questo S^__^ incontra gii C^* in p + s punti. 
Segue da ci6 che di un gruppo G^^ comune alle due iuvoluzioni, mai 
due punti possono appanenere h c; q quindi in generale i gruppi G^^ 
comuni giacciono tutti su Cji'^\ ma non hanno elementi nelle estre- 
miti della corda c, Ora gli 5,__j passanti per S^_^^ , S,_^_^ Sfegano su 
C^ due g^p, gP le quali hanno [m^, //J^ G'^^ comuni; ma di questi 
alcuni contengono le estremita della corda c, e solo i rimanenti danno 
i G^ richiesti. I primi G'^^^ sono tanti, quanti sono i G'^^^^ comuni 
alle due involuzioni g'^Cl^, g^^HP generate dagli 5,_, passanti per c e 
risp. per S^_^^y ^s^r^o ^1 loro numero h quindi 

• 

e per conseguenza il numero richiesto dei G^ su CJJ^' 6 
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Ma la formola (s) i esatta per /> = o; quindi ivera in generale (*). 

6. Come deve modificarsi la (5) quando le due involuzioni hanno 
una involuzione minore comune? 

Sia m^iti e la involuzione g^\ contenga una ^2^ ^ ^^^ g>*uppi 
appartengano a gruppi di g^J^; vogliamo determinare quanti sono i gruppi 
G^ i quali, senza giacere nella g2\ sono contenuti in g^\ g^\ 

La ^^^ sia segata su C^ di 5", dagli S\_^ passanti perun 5,_^,, 
che si appoggia in p + s — m punii a C^'. Di questi p + s — m 
punti si fissino p + s — w, e si conduca per essi uno spazio 5,_(^^^_,, 
£icendo per ora la ipotesi che sia /> + ^ — n<s — (q + r), ossia 

e) • n — p^^q -{' r. 

Proiettiamo da 5^^^^^^, la curva C^' in un S^; otterremo in 
questo una curva C^", sulla quale la g^^ sari segata da spazi S^^_^ pas- 
santi per un 5^_, avente n — //; punti comuni colla curva. 

Fissato poi ad arbitrio un 5^, non secante la curva, gli 5^^_, pas- 
santi per esso determineranno sulla curva una gj^^^. 

Dei [m^, wj^ gruppi G^^ comuni a g^y gp alcuni si trovano nello 
spazio 5^^, che contiene 5^,, 5^_,; i rimanenti 



« = [,«,, «,], - (<y + ,) 



giacciono in spazi S^^^^^^ che segano 5^_„ S'^^j rispettivam«nte in 5^,, 



un 



ciono m spazi o^^^_^ , cue segano o , o^^^ nspeiiivam«nie m »> „ 

Ora i due spazi 5^,, 5^^, fin qui indipendenti , si seghino in 
punto S^ ; per il principio della conservazione del numero, degli a 



(*) Vedi la dimostrazione della (5) t)er le curve razionali ia una nota di Le 
Paige (Bulletins de V Acad, Roy, de Belgique, 3^'«« sine, tome XI). Per ^= i, ^ 
qualunquc la formola pu6 djmostr.irsi mcdiantc considcrazioni piCi semplici , come 
mostreremo altrove. 
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spazi 5'^.a alcuni a^ verranno a passare per S^, mentre gli altri ?, 
segheranno in un S^^^_^ lo spazio S'^^^_^ che contiene 5^,, 5^,; c 
saril 

« = «, + P,. 

Ma P, i il nuQiero dei gruppi G'^^ che stanno in spazi 5]^^^,, e 
sono contenuti neila involuzione g^^ determinata dagli 5^^_, passanti 
per S'^^^^'y p, i quindi il numero dei gruppi G'^^ coniuni alia ^'> e 
,alla gi^^^^^ segata dagli spazi che passano per un punto F (arbitrario) 
di 5^, esclusi quei gruppi di 5^ + r punti che si trovano nella proie- 
zione di 5'^,^^^ da F; 



P. =K> V-«]^— G + r)- 



Per conseguenza 

Proicttando da 5^ la curva Cj; e gli spazi 5^,, 5^_, in uno spa- 
zio a y + ^ — I dimensioni, si riconosce subito che a^ 6 il numero 
dei gruppi G^ comuni a due ^^^^, g^ aventi una g^ comune. 

Operando poi suUa curva proiezione come si 6 operato su CJ, 
ed approfittando del numero a^ , si trova che se ^^, gp hanno una 
g<J> comune, il numero dei G^^ comuni si riduce a 

«a = «. — Pa» dove p. = [w., n^_;\p — [w„ w,+,«J^, 
ossia a 

In generale si ha il teorema : 

Se due involuT^ioni g^\ g^^^ su C^ hanno una g^^ comune ^ il nu- 
mero dei gruppi G^^ che giacciono nelle due prime involuiioni, sen^a 
appartenere a g^^^ e 

(6) [w,, n,\ — [m^ n^,^\ . 



UKA APPUCAZIONE DELLA GEOMETRIA ENUMERATIVA, ETC. 37 

II caso in cui Tipotesi e) non si verifica, non esige una nuova 
trattazione. Infatti si fissino suUa curva k punti ad arbitrio^ dove k & 
un numero abbastanza grande perch6 la e) sia vera quando al posto di 
n si scriva n + k, AUora ia (6) sari applicabile alia g^^ e alia g^y i cui 
gruppi si ottengono aggiungendo quei k punti fissi ai gruppi di g^^. 
Dal nuovo valore che assume la (6) si tolga il numero di quei G^^ 
comuni a g^^^ g^, i quali contengono uno o pifi dei punti k. Si ot- 
terri una differenza che non varia al variare di A , c che perci6 devc 
coincidere colla (6) del caso precedente. Dunque la (6) vale anche sc 
la e) non si verifica. 

Applichiamo la (6) a determinate il numero degli spazi S^ che 
segano in (2 r + 2) punti una C^ di 5^, ; problema gii risolto dal- 
la (2). 

Fissati in 5^^, due punti arbitrari 5^, 5'^,, gli 5^, passanti per Tuno 
o per Taltro di questi punti secano sulla curva due g^^"*"^^ aventi una 
gP comune. II numero richiesto 4 il numero dei G^^^^^j che giacciono 
nelle due g^J'*'*\ senza appartenere alia gp, ossia per la (6) i 

Ora, fatta qualche riduzione, si riconosce che questo numero coincide 
con quello dato dalla (2). 



TorinOy dicembre 1888. 



G. Castelnuovo. 
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SULLE FUNZIONI ANALITICHE, 



Nota di Q. Vivanti, a Man to va. 



AJunanxa del j; gcnnajo iS8g. 



La difficolti di concepire funzioni aventi per ogni valore della va- 
riabile infiniti valori e partecipanti tuttavia delle proprieti fondamentali 
delle funzioni ordinarie, la quale fu causa die le funzioni di tale na- 
tura rimanessero per lungo tempo cscluse dal campo dell'analisi, pu6 
dirsi cessata dacch^ il concetto delle superficiedi Riemann ^ entrato 
nel dominio comune. Infatti, imaginando costruita la riemanniana d'una 
funzione analitica qualsiasi, riesce chiaro come i varii valori di questa cor- 
rispondenti ad uno stesso valore della variabile si distribuiscano in rami 
afFatto distinti, e come questi rami si continuino Tuno nell'altro in modo 
determinato. Ma le superficie di Riemann ad infiniti fogli e con in- 
finiti punti di diramazione o con punti di diramazione d' ordine in- 
finito possono forse dar luogo a qualche difficolti; epper6 sembra in- 
teressante vedere come possa studiarsi in tutta la sua estensione una 
funzione analitica afFatto generale colFunico sussidio di superficie aventi 
un numero finito di fogli e di punti di diramazione. A tale idea s'ispi- 
rano gli studi di Casorati, chc citero piu avanti , suU' inversione 
degli integrali abefiani. 

In una Nota inserita nel tomo II di questi Rtndiconti ho ricordato 
il teorema seguente stabilito da Poincari: Se 3^ 6 una funzione ana- 
litica di X, .esiste una variabile :( di cui x (t^ y sono funzioni uniformi. 

Sia X una funzione unifonne di ^^ e intomo a ciascun punto sin- 
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golare essenziale a di essa si descriva un cerchio di raggio finito p^. 
Le quantiti p^i potranno prendersi sempre in modo che vi sia un campo 
connesso A estemo a tutti i cerchi, entro il quale la x si comporti co- 
me una funzione meromorfa; e facendo decrescere insieme tutte le p^, 
si otterranno senipre nuovi campi A di cui ciascuno conterri il pre- 
cedente. In modo del tutto analogo potranno definirsi certi campi B 
relativi ad un'altra funzione uniformed' di :j. Se si possono impicciolire 
abbastanza i raggi p perchi due campi A^ B abbiano una porzione comune 
C, la y potri riguardarsi come una funzione analitica di x per tutti i va- 
lori che X prende entro C (*), e alio studio di tale funzione potri so- 
stituirsi quella delle due funzioni uniformi x, y di si entro il campo C. 
Imaginiamo ora un determinato campo C, che diremo C,, diviso 
in un modo qualunque in unnumero finito w, di parti 5,, ... , 5«,; 
il modo di divisione potri essere suggerito, in ciascun caso particolare, 
dalla natura della funzione che si considera. Nel campo S. ciascuna 
delle X, y prende un medesimo valore un numero finito (o nuUo) di 

volte, e le -p, -p s'annullano un numero finito (o nuUo) di volte. Se 

quindi si rappresenta mediante una superficie a piii fogli P^ (o Q^ Tin- 
sieme dei valori presi da x (o da y) entro il campo 5,, la P. (o la Q^ 
avri un numero finito di fogli e un numero pure finito di punti di di- 
ramazione (**). Ora le P^, 5. si corrispondono punto a punto, e cosl 
le 2.> ^,'y qnindi lo stesso potri dirsi delle P^, Q. . Se ora prendia- 
mo un altro campo C contenente C,, e che diremo Q, e se dividia- 
mo la porzione di C, estema a C^ in un numero finito w, — w, di 



(*) Pu6 aggiungersi che, se qualcuno dei punti singolari cssenziali della fun- 
Kione X di ^ non t tale anche per la funzione y di :(, y ^ certamente una funzione di x ad 
infiniti valori. In&tti, se oe 6 un punto singolare essenziale di x , vi sar^ necessaria- 
nente qualche valore c che la x prenderi nell'intorno di a un numero indnito di volte; 
3ra, se y avesse per ciascun valore di x un numero finito di valori , qualcuno del 
valori di y corrispondenti ad x = c dovrebbe ripetersi un numero indnito di volte 
nelilntomo di oi, che quindi sarebbe di necessity un punto singolare essenziale anche 
per la funzione >r di :(. * 

(**) I punti di diramazione della P^ (p della Qi) corrispondono ai punti di Si 

dx I iy\ 
in cui -T- I o-p- 1 si annulla. 
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parti Sn^+ly . . . , 5,,, otterremo per ciascuna S^ due superficie P., Q^ corri- 
spondenti ad essa, e quindi anche tra loro^ punto a punto.^ Cosi dun- 
que la dipendenza fra jc ed ^ i rafBgurata da due serie di superficie P„ 
P^y • •• > Qiy Qi> •• • > aventi ciascuna uii numero finite di foglied 
un numero finito di punti di diramazione, e le superficie aventi egual 
indice si corrispondono punto a punto. 

Naturalmente tutto ci6 puc* conupirsi afFatto in generate, ma non 
si sa efftltuare sinora che nei casi piCi semplici. 

Citer6 come primo esempio Tinversione degl'integrali abeliani do- 
vuta a Casorati (*). In questo caso si pu6 evitare T introduzionc 

della variabile ausiliaria ;j. Se v= / <p(a:)Jx^ dove 9(^) 6 funzione 

algebrica, la riemanniana di quest 'ultima funzione {superficie monodromica) 
pu6 essere presa come una qualunque delle P., e la superficie' a pii fogli 
(luogo fondamentalc) che rappresenta i valori presi da y sulla P, come 
la corrisp6ndente Qj, Le P, sono tutte identiche fi'a loro; le Q. hanno 
lutte la stessa forma, e si ottengono Tuna dall'altra mediante semplici 
traslazioni. Per esempio, sq y h un'integrale ellittico di i* specie, le Q^ 
sono superficie ad un solo foglio e costituiscono una rete di parallelo- 
grammi congruenii ricoprente per intero ed una volta sola il piano 
complesso (**). 

In uno scritto recente (***) io ho fatto vedere con un esempio 
come si possa in qualche caso applicare il metodo di Casorati alio 
studio deirintegrale d'un'equazione algebrico-differenziale non lineare 
del 1° ordine. 

Infine rammenter6 come Poincari (****) abbia espresso gl'inte- 
grali y di qualunque equazione algebrico-difierenziale lineare e la variabile 



(*) Les lieux foniamentaux des fonclions inverses des inUgrales abilUnnes etc, (Acta 
Mathematica, t.'VIII). 

(**) VolenJo ricorrere al!a variabile ausiliaria ;j, si pu6 (P o i n c a r ^, Mlmoire 
sur Us fonctions fuchsienneSf Acta Math., t. I, p. 258) porre x sotto forma d'una fun- 
zione fuchsiana opportuoamente scelta di ^ allora y t una funzione uniforme della 
stessa variabile. * 

(*•*) Snlle funiioni definite dii un* equazione aJgehrico-differeniiate del primo ording== 
(Annali di Maiematica, t. XVI) 

(•♦♦♦) Acta Mathematica, t. I, IV, V. 
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indipendente x mediante funzioni uniformi d'una nuova variabile :;;. Sup- 
poniatno, per fissar le idee, che il gruppo fuchsiano deirequazione con- 
siderata appartenga alia prima famiglia ; allora , imaginando il cerchio 
di raggio i col ccntro neirorigine diviso nel modo noto in infiniti po- 
ligoni curvilinei, si potri prendere come campo A, Bo C Tinsieme di 
lutti i poligoni i cui vertici distano daU'origine meno d'una quantiti r 
minore di i, e le porzioni 5, saranno appunto questi poligoni. In cia- 
scuno di essi la funzione fuchsiana x preftde ogni valore un numero 
finito di volte e la sua derivata si annuUa pure un numero finito di 
volte; e lo stesso puo dirsi della funzione zetafuchsiana y, Le P^ sono 
tutte identiche, perchi la funzione -v riprende gli stessi valori in ciascun 
poligono; non cosi in generale le Q^. 



Mantova, 9 gennaio 1889. 



G. ViVANTI. 



Rend, Grc. MaUm,^ t. Ul, parte x\— Stampato il 20 marzo 1889. 6. 
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SUR QUELQUES rtlOPRl£T£S INVOLUTIVES 
DES COURBES ALGfiBRIQUES; 



Note de M. G. F U r 6 1 , k Paris. 



Adunnnia del 24 fehbrajo i8Sp. 



Nous aliens deniontrerd'une niani6re fort simple, dans cette Note, 
un thiorime tris general relatif a rintersection de deux courbes algi- 
briques, et nous montrerons ensuite comment on en conclut presque 
imm^diatement quelques autres thiorimes int^ressants , d^ja obtenus , 
inJipendamment les uns des autres, par diffirents auteurs. 

TniiOREME I. — Etant donnles, dans un plan, deux droites et deux 
courbes algcbriques de degrls quelconques , le produit des distances des 
tyjints iVinterscction des deux courbes a Vune des droites teste dans un 
ra'pyrt consttnil auec le troduit des distances des mimes points h Vautre, 
loisjuc les deux courbes varient ^ sans cesser de couper les deux droites 
aux ntimes points. 

Prenons les deux droites considiries X et OY (^) pour axes de 
coordonn^es, et £crivons sous forme homogine 

/.n((c) /(^, y, + ?(^, + +(y, + ^f=o, . 

(*) Le lecteur est pri6 de fairc lui*tn^me la figure. 



SUR QUELQUES PROPRuhis INVOLUTIVES, ETC. 43 

les Equations des deux courbes (C) et (C,), respectivement de degrfa 
n et »,, rapporties h ce systime d'axes, en reprisentant par / et /, 
Ics groupes de termes qui renferraent k la fois x et y^ par 9 et 9, les 
groupes de termes qui contiennent jc, sans contenir y, par ^ et ^^ les 
groupes de termes qui contiennent y sans contenir jc, par \ et X, des 
coefficients num6riques. On voit imm^iatement que, lorsque les deux 
courbes varieront, en coupant toujours X et Y aux ratimes points, 
les seuls termes qui pourront changer, dans les deux Equations, seront 
ceux de / et de /,. 

L'^quation du systime des w «, droites, telles que OiV/, quijoignent 
le point O aux points de rencontre des deux courbes, s'obtiendrait en 
tiiminant ;j entre les equations (i). Nous pouvons supposer cette Equa- 
tion r&ultante mise sous la forme 

(2) aj^"^ + by"'^ + g{x, y) = 0, 

en d^ignant par g(x, y) un polyndme homogine de degri ww^, dont 
tous les termes contiennent i la fois x et y. On en conclut pour le 
produit des coefficients angulaires des droites telles que OM 

Lsin Af OrJ ^ 

Or il est ais6 de voir que a ct b restent constants , lorsque les 
courbes (C) et (C,) varient, en continuant de couper OXet OY zux 
mfimes points. En effet, ax*^^ est le resultant provenant de Tdimina- 
tion de :j entre les Equations (i), dans lesquelles on a prEalablement 
annuli y. Mais alors ces deux Equations se rEduisent respectivement k 

et Ton voit qu'elles ne changent pas, lorsque les deux courbes varient, 
en satisfaisant aux conditions qui leur sont imposEes. On en conclut 
que a teste invariable. Un raisonnement identique prouve qu'il en est 
de mEme de b, et on dEduit de la relation (3) 
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D'ailleurs, MP et MQ 6tant les distances du point Mi OX tit 
k y, on a 



d'oii 



smMOX= j^, smMOY= -^ ; 



sinAfOX MP 



sin MOY ^^' 
et par suite 

(s) /7[mS]='°"'*- 



C. Q. F. D. 



Remarques. — 1° La ddmonstration pr^c&lente suppose que les 
deux droites OX et F se coupeiu ; mais il est clair que le th6cK 
rime ayaat lieu, quelqu'61oign6 que soit le point O, subsiste encore, k 
la limite, lorsque les deux droites sont paralliles. 

2^ On reste £videmment dans les conditions de Tinonci du th6o- 
rime I , lorsqu'on remplace la courbe (C) par n droites joignant re- 
spectivement les points oil elle coupe OX aux points oi elle coupe O F, 
les points des deux s6ries etant d'ailleurs associ^s par couples d*une 
maniire quelconque. On pent faire de mime pour la courbe (C,), et 
on obtient ainsi une suite dc produits, tels que (4) ou (5), qui sont 
tons 6gaux, en vertu du th6or6me I. Ces 6galit6s constituent des rela- 
tions d' involution^ dans le sens le plus general attribui ^ cette expres- 
sion par Poncelet. Pour rendre ces relations projectives, il suffirait 
d'ailleurs de transformer, i I'aide d'un artifice souvent employ^ par 
Chasles, les rapports qui y figurent en rapports anharmoniques, au 

— ^— ^ I , OC/itam 
sin 170 r J 
une droite de direction arbitraire. 

3° Dans le cas ou I'une des courbes se reduit ^ une conique, et 
I'autre k une droite, on retrouve, sons une forme un peu difii&rtnte, 
le thtorime de Des argues sur I'involution. 

En vertu du principe de continuity , le thtorime I subsiste, lors- 
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que Ics droites OX ei 7, au lieu d' etre rielles , sont imaginaires 
conjugu^es. Supposons, en particulier, que ce soicnt les deux droites 
isotropes issues d'un mfime point riel O. On a, comme on sait, 

sin MOX sin VOX . jjjj) 

sinMOi^ sin CTOV 

ct en consid^rant, avec Laguerre, comme ayant mfime orientation^ 
deux systimes composes d'un mime nombre de droites, qui sont tels 
que la somme des angles avec un meme axe , d' ailleurs quelconque, 
des droites de Tun des systimes, soit igale, a un multiple de it pris, 
^ la somme des angles avec le mcme axe des droites de Tautre systime, 
on d&iuit imm6diatement du th^or^me I le suivant : 

Th^ori&mb n. — Le faisceau composl des droites qui joignent un 
point fixe aux points d' intersection de deux courbes algibriqueSy conserve 
une mime orientation , lorsque les deux courbes varient , en rencontrant 
toujours aux mimes points les droites isotropes issues du point fixe, 

M. Humbert a obtenu cette proposition par une voie toute dif- 
ferente, dans un M^nioire Sur le thioreme d* Abel et quelques-unes 
de ses applications giomitriques (*). 

Revenons au thiorime I, et disignons par Af' Tun quelconquc 
des points d 'intersection des deux courbes (Q et (d), apris une varia- 
tion de ces courbes qiii ne change pas leurs points d 'intersection avec 
les droites OX et OF. On a, d'apris le thiorime I, 



n\_M q]-!! Ym q\> 



MF ct MQ itant les distances du point Af' i OX et i OF. 
L'^aliti pr6c&lente peut s'icrire 



ii [iVf'F J —//[m' j2'J 



(•) Joamal de Math6matiques pures et appliqu^es, 4*"« s^rie, t. HI, p. 556. 
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Imaginons maintenant que OFs'iloignc i T infini. Le rapport 
^,\^, et les rapports analogues tendent vers Tunit^; de sorte que 1*6- 
galiti pr&:edente devient k la limite 

JJ[MP] =JJ[M'P]. 

On conclut de li le thtorime suivant : 

THfeoR&^E in. — Le produit des distances des points i intersection 
de deux courbes algibriques a une droite fixe reste constant , lorsque les 
deux courbes varient ^ en conservant respeciivement les minus directions 
asymptotiques et les mdntes points de rencontre avec la droite fixe, 

Ce thtorime se trouve demontrd dans le M6moire deji rappeli 
deM. Humbert (*). Mais il avait et6 donn£ antirieurement par 
Liouville (**) 

Nous pouvons profiter de ce que la relation (4) , constituant le 
thiorime I, peut s'ccrire sous la forme 



n[ 



sm MO X smUOXl 



- j = const., 



sin MO y sinUOyJ 

ne conicnant que des rapports anharmoniques, pour faire une transfor- 
mation par polaires r^ciproques. On obtient alors aisiment la propo- 
sition suivante : 

THtoR^ME IV. — £tant donnis^ dans un plan^ deux points fixes 
et deux courbes algibriques de classes quelconqueSy le produit des distari' 
ces de I'un des deux points aux tangentes communes des deux courbes reste 
dans un rapport constant avec le produit des distances de V autre point a 
us mimes droites^ lorsque les deux courbes varient, en conservant les tni- 
mes tangentes issues des deux points fixes. 

Transformons par polaires riciproques la figure i laquelle se rap- 
porte le th^orimc II, en prenant pour conique directrice de la trans- 



(*) Loc. cit, p. 364. 

(**) Journal de MatWmatiques pures et appliqudes , i*" sWe t. VI , p. 378 
(ann^e 1841). 
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formation un cerde ayant son centre en 0. On en conclut imm^a- 
tement Tinonci suivant : 

Th£or£me V. — Le systhne des tangtntts communes a deux courbes 
dgibriques conserve la mime orientation ^ lorsque les deux courbes varient, 
en conservant respecfivement les mimes foyers. 

Cette orientation est celle du systhme des droites obtenues^ en joignant 
cbacun des foyers de I'une des courbes a tous les foyers de V autre, 

Ce thterime est dii i Laguerre, qui Ta donn£ sans diraon- 
stration dans le Bulletin de la Soci£t6 Philomatique d;i 1870 (page 140). 
Rappelons que , dans le cas particulier 011 V une des courbes se 
riduit i un point, on d^uit du th^or^me pr^c^dent cet autre th^or^ 
me remarquable igalement, inonci par Laguerre en 1865 (*)* ^ 
savoir : 

TH^ORiME VI. — Le faisceau des tangentes menies d'un point quel- 
conqtu a une courbe algibrique a mime orientation que le faisceau des 
droites joignant ce point aux foyers riels de la courbe. 

On obtiendrait de m^me une consequence int6ressante du th6or&- 
me IV, en supposant que Tune des deux courbes, auxquelles il se rap- 
porte, se r&luit i un point. On pourrait aussi supposer dans les th£o- 
rtoies I, II et HI, que Tune des courbes se riduit k une droite. Nous 
n'^noncerons pas les propositions auxquelles on est ainsi conduit. 

Appliquons , pour tenniner , le th^orime I au cas oil V une des 
courbes, (C,) par exemple, est une conique tangente aux droites OX 
ct Oy, la seconde courbe (Q restant quelconque. La polaire du point 
par rappon i la conique (C,) constitue une conique infiniment apla- 
tic, qui coupe O X et OY aux mfimes points que la premiire. En d^ 
signant par N I'un des points d 'intersection de la courbe (C) avec )a 
polaire de O par rapport i la conique (C,), point qui doit 6tre com- 
ftk deux fois, et appliquant le thtorime I, on obtient la relation (•^ 



^ f sinifO^ I yj V smNOk V 



sinAfOr-J LsinATO 



(*) Cotnptes Reodus de rAcadimie des Sciences, t. LX, p. 70-73. 
(**) Les indices, dont sont afiect^s ici les lettres n > marquent le nombre de 
>xart qui composent chaque produit. 
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Supposons maintenant que les droites OX et OY soient des droh 
tes isoiropes conjuguies; on conclut de la relation pr^c^dente le thio- 
r^c suivant : 

THfeoRfeME Vn. — Le faisceau des droites^ qui joigntnt un des foyers 
d'une coniquc aux points d* inter section de cette conique avec une courbe algl- 
briquc trade dans son plan , a mime orientation que le faisceau, compti 
comnie double, des droites joignant le mime foyer aux points de rencontre 
de la directrice corre^pondante avec la courbe, 

Ce thtortme que j'avais communique verbalement i la Soci^ti 
Mathimatique de France en 1874 (stance du 11 novembre), se trouve 
igalement dans le Mimoire deji cit6 deM. Humbert (*). II est la 
gtoiralisation d'une prapriite bien connue sur Tintersection d'une co- 
nique et d'une droite, et donne , comme cas particulier, le thiorfane 
suivant, qui reproduit, sous une forme un peu difffcrente, un thtorime 
dfi ii Laguerre : 

TH^ORfeME Vni. — Le faisceau des droites joignant le centre d'un 
cercle aux points d' intersection de ce cercle et d'une courbe algibrique, si- 
tuie dans son plan, a mime orientation que le systcme, compti deux fais^ 
des directions asymptotiques de la courbe. 

On pourrait pousser plus loin ces deductions; mais je pense avoir 
atteint le but principal de la presente Note, qui 6tait d'6tablir, k Taide 
des premiers elements de I'alg^bre, et sans calcul, une proposition tris 
getfirale sur 1 'intersection de deux courbes algibriques, et d' y ratta- 
cher une sirie de thiorimes de diverses provenances. 



Paris, 8 f^vrier 1889. 



G. FoURBTi 



(*) Loc. eit, p. }S7' 
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SU GLI ASINTOTI DELLE LINEE PIANE ALGEBRICHE. 



Da una Lettera di F. Casorati a G. B. Gucci a. 



Adunan\a del 24 febbraio i8S^. 



Nei Rtndiconli deU'Istituto Lombardo per il 1879, io presentava le 
equazioni degli asintoti sotto forma che dicevo ntiova e migliore dclle forme 
conosciute. Ma, capitatimi sott'occhi The Mathematical Writings di D. F. 
Gregory , pubblicati a Cambridge nel 1865 , vidi che il ch. autore 
inglese aveva trovato e pubblicato gii nel vol. IV del Cambridge Ma- 
thematical Journal le equazioni degli asintoti nella maniera c nella for- 
ma da me credute nuove. E per6, Ella farebbemi cosa grata inserendo 
nei Rtndiconti del Circolo questa restituzione, che sembrami doverosa 
comunque modico ne sia Toggetto. E potrebbe aggiungervi il seguente 
cenno del come le stesse equazioni si deducano immediatamente dalle 
equazioni delle tangenti nel finito, ridotte in prima a forma opportuna; 
se mai questa riduzione non Le paresse giii divulgata tra i nostri stu- 
dent!, lA troppo ovvia. 

Essendo u(Xyy) =0 I'equazione in coordinate cartesiane della 
linea, le usuali equazioni delle tangenti sono rispettivamente : 

(0 |^(X-«) + |i(y-,)=o. 

Rtud. Grc. MaUm.^ t. Ill, parte I^— Sumpato ii 9 aprile 1889. 7. 
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secondochi il punio .r, y di contatto sia semplice, o dopplo, od ecc. 
In queste cquazioni i cocfficienti dci termini di grade o, i, 2, . . . 
in X, ysono rispettivamente espressioni di grade «, « — i, « — 2,... 
in Jc ,. y , essende n il grade di m ; ma , in wti delle preprieti dclle 
funzieni emegenec e delle equazieni del punte, semplice, deppie, ecc, 
questi gradi in x, v si pesseno ridurre al minimo , ciei all'/z — i se 
il punte 6 semplice, aU'w — 2 se deppie, ecc. Questa preliminare ri- 
duziene agevela talune ricerche , compresa qucUa degli asintoti. La 
riduziene della (i) alia ferma : 

(0' a^ '^ "^ aV ^ + ""-i + ^ ^---a + • • • + «"o = o > 

deve u^ deneta la somma dei termini di grade r della ti , si vede gii 
cspesta in molti trattari ed anche applicata; ma nen la riduziene ana- 
lega per i casi dei punti multipli. 

Per ridurre la (2) , applichiame in prima le preprieti delle fun- 
zieni emogenee : 

^ ^— + V ^ ' = (r — 1)3—^, X 5— V- H- y vV = C'' — i) -N-' 
5 .v» ' - dxdy ^ ^ dx ' dxdy -^ dy" ^ ^ dy 

'die -^- ^•^■>'d..d-3;+'^ ay =('•- Orw. 

Ne risulteri : 



— 2 



<(»-o|?+-+|?]-4(«-o|^+... + |^] 



+ (« — l) W W„ + (W — 2) (« — l) U^, + ... + I. 2 W, = O. 

In questa equaziene le x , ^^ nen entrano con gradi maggieri di 
w — 2 fuerchi nclle espressieni : 



dx' dy * 



«H> '*-,• 
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Ora, le equazioni del punto doppio 

tt = ti„ + tt^, + . . . + tt, + w^ = o, 

dx~dx ^ dx ^ • • • ^ 53r ~" °' 






^ k cons^uente 

du . du 



^mrainistrano quelle quattro espressioni in termini di altrc i cui gradi- 
''on siiperano n — 2. Per cio la (2) si riduce infine alia : 

+ I.2tt^, + 2.3 tt^^3+ ... + («— l)fll/o=0. 

Superfluo considerare i casi del punto triplo, ecc. 

A^enendo ora alia particolare questione degli asintoti, per dedume 

^H^^zioni dalla (i)' nel caso del punto semplice, dalla (2)' nel caso 

doppio, ecc, basta porre It^ [it in luogo di a-, y e dividere per la 

"^^^^3ima potenza di /, ciofe per /"""' la (i)', per /""' la (2)', ccc^ e far 

" ^ crescere / airinfinito. Si avranno cosi le equazioni (*) : 



(•) che ndla Nou del 1879 sono segnate (6), (7), ecc. 
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dove, ben s'intende, che X e [a soddisfanno, nel caso del punto sem- 
plice, la: 

^nO^y F) = o> 
nel caso del punto doppio, le : 

du„ du„ 

»"=°' ar=°' air=°' "-=°' 



tali divenendo le equazioni del punto semplice^ doppio, . . . per / in- 
finite. 

Hawi pero la differenza fra il caso del punto semplice e gli altri, 
che, nel primo, i coefficienti dell'equazione w = o possono rimanere 
invariati mentre s'imagina che il punto \ty [Lt vada su la linea all'in- 
finito. 

Terminer6 ossen^ando , che , in coordinate omogenee , le usuali 
equazioni delle tangenti 



hanno gii rispetto alle jc, j, :( 1 gradi minimi dianzi ottenuti colla ridu- 
zione, cio6 il grado n — r nel caso del punto r-plo. 

Queste equazioni divengono senz'altro quelle degli asintoti flicen- 
dovi :f = o; e facendovi inoltre Z= i, se vogliansi in coordinate car- 
tesiane come prima (*). Esse mutansi precisanlente nelle (i)', (2)' , . . . , 
se si ponga per u (x, y, i) la somma u^ + Kf^^x + • • • + ^""'^i + \X ^ 
si faccia ^= i, ;f = i. 

Pavia, 7 febbrajo 1889. 

F, Casorati. 

— f 

O Le coordinate del punto all' iniioito resterebbero signidcate da x, y in voce 
di >^, (A. 
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L* HESSIANO DELLA SESTICA BINARIA 
E^ OlSCRIMINANTE DELLA FORMA DELL'OTTAVO ORDINE, 

Nota I^ del prof. 0. M a i 8 a n , in Messina. 



AduHonia del 24 febbraio 188^. 



£ noto (*) che la forma binaria deirottavo ordine possiede nova in- 
^'^^^uti indipendenti (nel senso di Gordan), i quali debbono sodisfarc 
* ^^ relazioni, essendo cinque grinvarianti assoluti della forma. Grin- 
^^"^nti dell'Hessiano della Sestica, forma particolare deU'ottavo ordine 
P^ la quale devono aver luogo due special! condizioni , sodisferanno 
P^^i6 a cinque relazioni , la cui ricerca forma lo scopo principale di 
questo scritto, il quale ha stretto legame coUa mia Memoria La Sestica 
W«arii (Atti della R. Accademia dei Lincei, vol. XIX, 1884). 

II presente lavoro verri diviso nelle seguenti Note : 

I. Gilcolo degrinvariantt dell'Hessiano in funzionc degl' invariaoti 
4«Ua Sestica. 

n. Applicazione dei risultati precedent! al calcolo del discriminante 
ddla forma generale dell'ottavo ordine. 

m. Relazioni fra grinvarianti dell'Hessiano. 



O Cfr. Von Gall: Das volhtdndige Formensystem einer hindren Form achUr 
MKm^.(Mat&. Annalen, Bd. XVII, S. 31)— Sylvester, American Journal of 
Mithcmatics, VoL U, pag. 22 J. 
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I. Invarianti dell'Hessiano della Sestica. 

Indicando con 

f = ^l = (abyalK (I) 

I'Hessiano della Sestica / = a* = t* = , . . , 

e A = *< = (9 9')* ?:?':= (?,?)* (3) 

la quarta e sesta sovrapposizione della forma 9 sopra si stessa, e con 

h = ht=(kkykik'\=(k, ky (4) 

I'Hessiano della fonna biquadratica A*, grinvarianti fondamentali di f sono 
i seguenti : (*) 

/. = (?. ?)*. /, = (?. s)\ A = C*, ky, j^ = (^ky(mk'y., 

L=W{ih'y. (5) 

Per calcolare quest! nove invarianti in funzione degrinvarianti fon- 
damentali di/ci serviremo delle seguenti formule, che possono trovarsi 
ncUa citata Memoria e nella Nota Die Steincr^sche CovarianU (Math. 
Annalen Bd. XXXI, S. 493). 

* = (?.9)*=-^^-»+^A, (7) 



(*) Math. Aotialen 1. c. pag 149. 
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quale per la teoria delle forme biquadratiche seguono 

**•:>•/ 3' 7 3' 7 

(9,9y = ^^'-^5. (10) 

(/:/),4 = ala*. n + (xy). (.a I) a^fl,'/, + 
+ ^(xyy. ^l^; + J-A. (xyy. ,:i;. (n) 

0^),4 = «^ »'; - y (^:V)*. Aj Aj - jB(xyr. (l2) 



*alle due ultime segue 



5 



2 



^(xyy. ^lt,;+ -I-.^A.(xyy.ilil---l--,B.ixyy 

— A.ift^t- (13) 

(?fl)*(90' = yC+J^^.B. -(,4) 

(fli)' a'a, I, = — i (*y). /. (15) 

iasyalx,=~L(iI)tV., (16) 
quale seguono : 

(flA)'a:fl,A,=_i(,7)i:/,+ i(*>). «, (,7) 
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(flAy«J=jm. (i8) 

0»*?J=^A + ^^. '. (19) 

(A?)>:=i/'--5-5.,--L^.A. (20) 

4 42 30 

(i9y(i'?y = ^-C+^A.B. (21) 

(i^y(l,<fy^±B^ + ±.A.C. (22) 

i^>,y(^'<fy = LD-^R.C-j^A.B\ (23) 

Q\,y=jiB'+A.Q. (24) 

(/«, Ay=D-i^.fi'-i5.C (25) 

(/. m, .y =r D. (26) 

(/. m, ^y = lB^ + l AB.C + i C. (27) 

Le fomiule (lo) e (9) danno grinvarianti 

Calcolo di /j — Per la (6) si ha 

(9^)«='^(9a)*(?/)' + 57^0>y('>y— ^^.(?,?)S 

e per le (lo), (14), (21) 

/, = (9^)''=i^C+^^.JB-^^'. . (m) 
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Calcolo di /^ — Dalla (7) segue 
^ quilc, per le (21), (22) e (23), divienc 



CocoLo DI /^ — Dalle (15) e (17) seguono 

4 

4 4 

le qirali^ sostituite nella seguente 

42 49 

Si ^^ inoltre per le (19), (20) 
e per la (13) 

owero, fiicendo uso delle formole (18), (28) e (29) e applicando la 
teoiia deile forme biquadratiche, 

Mmi, Ore. hlatm.^ x. HI, parte I^— Sumpato 11 10 apriie 1889. 8. 
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dalla quale, per Ic (24), (25), (26) c (27), si ottiene 

P—, A\ C ~i—r^. B. (V) 

Importa osservare che / h indipendente dall'invariante D. 
Calcolo di / — P'^r la (8) si ha 

cio4, per le (19) e (20), 

■:- -,,f::j<^-- B.'-j^K-r + ^.-. -f. /•. (,0 

dnlla quale segue per le (24), (25) c per la teoria delle forme biqua- 
dratiche : 

/,=(9/;y(9*y=- j^ B.D+ ^^ A\D+ 1^' B\ C+ p^, A.C 

-^^A.B^^'^,A.^B.C+ -.-,^, A^. C + ^, A\ B^. (V 

Calcolo di /^ — Segue dalle (8), (13) e (31) 

4- V^ B.Ci + Mr A.B\i ^}— A\CJ - -J^^A\B.i 

3-7 3-7 ^•i'T ^•i-'i-l 

dalla quale per le (24), (25), (26) e (27) 
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J=(gby{gky=^ CD + -^ A.B.D — -:pi-^ A\D~^^B' 
• "^ ^ ^^ ^ 3.77 2.3.7^ 2^3^7^ 3.7' 

2'S '^ ^p /^ S '73 A w^ r 5*^37 ja /^ 5 ji d$ 

— -^. ^-^ - j^y-r ^-^ -t-- ^r^ A.L- ^r^ A .B 

+ -T^-i A\B. C 5^ — r AKB*— , ' 3 A\ C. (VII) 

2^}^7* 2.3'. 5. 7* 2'.3'.5',7' ^ '' 

Calcolo di /, — Dalla (3 1) e per le (24), (25) si ottiene 

' VT j\T J jj ,^» 2 .3'. 7* 2'.3*.7* 3 .7' 

— i^.B>.C+ ^' A.B.C- ^, A.B*+ ^ ^'.B'.C 
3-7' 3-7* 3-7'' 3-7 

+ ^,A\B'+^,A\C+ -^-lr-^A\B.C— --l--,A\B\(ym) 
3-7 3-7 2'.3'.7* 2\3'.5.7* 

Calcolo di 7,^ — Si ha infine dalla (32) e per le (24), (25), (26) e (27): 

3-7 3 •/ 3 •/ 

2.3*.7*^ 2^3\5.7^ 3*. 7'* 3\7** 

+ 4.-^A\B^-^^A\B\C—^^A\0-4^,A\B^ 
^ 2^3^7' 2.3^7^ 2^3^7' T'.y.f 

--rV-6^'.5.C+ , / , , A\n\ (IX) 

2^3^.7^ 2^3^5*.7^ ^ ^ 



StU." HESSAXA DEL PRODOTTO DI DUE FORME TERNARIE 

F. Strbaldi, in RoiBa. 



X ifr x« 'Mrsc jSS^ 



Ir =11 Xcci ?cic5citx = qa«d Kimdic^nti (pag. 22 dd presente 
vcC j=::e bo rr^t? jccssacoe iE scibclre uoi Uxmola che esprime TH*.^ 
s£i:ii iet rr:oxr^ i: iji fjczsc bcuric per mezzo ddlc fbnne inva- 
riiisrri i: cuisci. Li :jc:d>1i iiilogi p;r due forme temarie fii gii 
din ill SilnoT! f^. i=-i se^ra dimostrazione; i calcoU chc ad essa 
cooi'JCw'ta.^ ru s-szi^rr^j iirreressmr, e siccoine non mi consta che siano 
sut: ii ilcrao pu>r'icir . c.k: mi sooo proposto di svolgerli nella 

pnKd» Xoti. 

Siioo due ibr^ie :enur»e 
di queste ci ixcorrooo le seguead ft>nne invariantive 



(0 



♦..= (x^xy Ai'-^ b:--, ^,=(wy 'y*r*r'*"r. 



O Tndii it gitmitrit (vujy&iu — Coarhts pUnts - S". 242. 



sull'hessiaka del proootto di du£ forme TERKARIE. it 

e la fonna con due serie di variabili cogredienti x, y^ che si deduce 
da F„ col porre tt. = (x_y). 

e che indicheremo semplicemente con hy quando si considera come 
funzione soltanto delle y. 

Denotiamo per breviti con hg^^ A^, h^ le forme seguenti 

h^ = hi A]r^ w:r" = (« ^ ^y ^T"' t^' 

e osserviamo che si ha 

h^hy Hj^^ = o identicamente , 
{bV uy HPr' H^' = (hu, rxy H^^ If' 

Consideriamo la forma che nasce dal prodotto delle due forme 
cemarie date 

e £acciamone la seconda polare 

p{p—i)U^' U]=tn(fn-i)ar'al.f, + 2fnnar'bra^b^+n(n— i yr%f^ 

questa, in virtu della ide&tit^ 

2 fl^"* K~^ Jy by = a7~* a^y. A + bT^ b^y. /, — A* Htr^i 
si pu6 scrivere 



6!t F. GERBALDI. 

Qui si ponga successivamente 
e si moltiplichi rispettivamente per 

Sc per breviti si denota con [P, 2, If] la forma invariantiva 

di tre forme dei gradi />, (jr, r; si ha 

is)P(p-^lU,U,u]=fn(p-iXaf,,u]f,+n(p-i){_U,f,,u]f-mn[U,h,u] 
(4) /'(/^0[ l^/.."]=«'(p-r)^./.+''(/'-0^./-««l/..M] 



(6)/»(/>-i)[t7,A,a]=»<p— i)[/;,/.,«]+»(/)-iX*./..«]-'««^- 

Si moltiplichi la (3) per pQ — i), la (4) per (/> — i) w/,, la (j) 

per (/> — O^/i <^ 1* (6) P^"" — '""» poi s' sommi merobro a raem- 
bro; si ha 

(7) P'(j>-iy[U> U,u]=(p-iy{p;'FJl-^2mnFJJ,+n^F,X[ 

-•2tnn(j>—i){m[f„ h, u]f^ + «[/;, h. «]/,) 

donde^ poneado u^:=z U^ t poi moltipiicando per [/J~*, si ricava 
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(8) P'(p-iy[U, U, U] 

l)Vl/.. /.. U] n+ ^'nnif,, /„ 17]/-/.+ «U. /.. UT} 
- 2mn(p-i){m[f,. h, UJ/. + «(/,. A, U]f,] 

+ m*n*hrf,f^. 
ponga ancora nella (2) successivamente 

c si ixioldplichi rispettivamente per 

«r*fl'r'. «rr% I'rb'r, ar'Hr\ ^r^r* 

si avri 

C9) PO-iM,f.> U]=*ri{p-i)AJ,+ n{p-i)%J-mnK 

(xO PQ-iMrU U]=fn(p-i)eJ,+ n(p-i)AJ-mnhp 
0*^ p(p-i)\f,, b , m=m(p-i)hJ,+ n(n-i)Kf, 

Si moldplichi la (8) per ^, la (9) per m*(J>—i)fl , la (10) per 
*'i«(p— i)/,/,, la (i i) per m*{p—i), la (12) per — 2m* «, e la (15) 
P** — 2m t^, e poi si sonuni, si avri 

(M) p'(p-iyi.U. U, U]= 
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Ed ora restano A,, A^, iSi^ da esprimere per mezzo delle (i). A que- 
sto scope si introduca Toperazione 



e si osservi che 

*/=/., */,= 0, 

aF„=2F„, «F,, = F,., *F„ = o, 

*i4,= 3e„ *e, = 20,, *e, = ^„ *-rf,= o. 

Inoltre, considerisi la conica polare del punto y rispetto alia curva 
/j = o; essa ha per equazione, in coordinate di punti : /iy"*~*fl* = o, 
ed in coordinate di rette: n^Ay***''^=o; ed ha per discriminante 

si ricordi Tidentit^ 

donde per y^ = x^ segue quest'altra 

Su quest'ultima si operi tre volte di s^uito col simbolo i, e si avii 

(is) j *T = ej. + e,/. — f ♦., 

Sostituendo queste espressioni ndla (14) si ha finalmente 



k.. 



sull'hessiana del prodotto di due forme ternarie. 6$ 
ii6) p' (p-iy (U, U, Uy=(fn-iyp-i)vi'AJl-i(m-i)m'n9Jlf, 

- 3(«-i)m«'(.)JJ; -■- („_i)(/,-r)«'^j| 

-4/«'«'(/.-2)*.J./, 

e questa e la formola chc si voleva dimostrarc; Taccordo tra questa 
e quella citata del S a 1 m o n c evidente, quando si tcnga conto delle 
rclazioni 



2 . J' , 



'* a;/'(;;/ — i) n\n — i) 

Sc una delfe forme c di i" grade /j = z^^,, la (i6) si semplifica e di- 
venta 

(^^(t;, U, U)=m^A,nl-3iaa'uyar'a':-\f,u,, 

donde segue che : sc una curva si spezza in una retta ed in una curva 
d'ordine w, la sua Hcssiana si spczza in quella stessa retta ed in una curva 
d'ordinc 3 m — 4, la quale taglia la retta negli m punti che questa ha 
in comune colla curva d'ordine tn, ed in altri 2;;/— 4 punti, i quali 
stanno suUa curva 

e quindi (per VUeberlragungsprhicip) formano il gruppo Hessiano del 
primi m punti. E per6 : se si hanno ni relle^ e se su ciascuna si prende 
il gruppo Hessiano dcgli m — i punti d'incontro colic nitre in — i reitCy 
si avranno 2m(tn — 3)puntiy che stanno sopra una curva di ordine 2(m — 3), 
la quale fa parte dclVHessiana delta curva d'ordine m degcnere, costituita 
Rend. Grc. MaUm.^ t. Ill, parte I^— Stampato il 4 maggio 1889. 9. 
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iUilU VI rctU y essend) la rimancnte parte delVHessiana cotnposta delle 
stesse m retie. In particolare (per vi = 4) THessiana di un quadrilatero 
si componc del quadrilatero e di quella notevole conica, die e stata 
considerata la prima volta dal Prof. Cremona (*). 



Koma, 16 febbraio 1889. 



F. Gerbaldi. 



(*) Fedi Giomalcdi Maicmaiiche di Batlaglini, vol. II. — Quistione 28.*, pag. ^o. — 
Soluzfone pag. 52. 
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NOTE F I S I C O-M A T E M A T I C H E ; 

del prof. E. Beltrami, in Pavia. 
(Leitera al prof. Ernesto Ccsiro). 



A dtoumiii del w tiur^o iSSi). 



Traggo occasione dairinteresse col quale lilla da qualche tempo 
si h data a coltivare gli studii di tisica matematica, alquanto negletti 
presso di noi, per comunicarle alcune piccolo osservazioni, attincnti a 
tali studii. 

.La prima si riferisce ad un punto della tcoria del magiietismo, e 
precisamente al potenziale d'un corpo magnetico sopra se stesso, die 
i quatito dire alia misura dell'energia magnetica di questo corpo. 

Denotaado con F la funzione potenziale d'un tal corpo, si hanno 
per questa due distinte espressioni, che occorre quasi scmpre di con- 
siderare ad un tempo. L'una e 



H\P.'-U^4h>- 



dove dy b, c sono le coordinate dcirelemento dS del corpo, a, [i, y 
sono le componenti del momento magnetico riferito alPunit^ di volume 
ed r i la distanza deirelemento dS dal punto potenziato. L'altra e 

^kdS . Cbd^ 



r=J^+J!ii 



68 E. BELTRAMI. 

dove dS ha lo stesso significato di dianzi, dfj h Telemento di ogni 
supcrficie che serva di limite al corpo o che ne separi due regioni di 
natura e pero di distribuzione magnetica di versa, r i la distanza del- 
I'elemento J 5, oppure da, dal piinto potenziaio, e finalmente k ed /; 
hanno i valori seguenti: 

^ - - Va^ ^ dF -^ dc) ' ^^--(^« T 6„), 

nel secondo dei quali (J„ e S„, sono le componenti del moraento 
^(=|/a* + P* + Y*) secondo le due opposte normali n ed n' della 
superficie <y nel punto (a, l\ c) di questa, colFavvertcnza che, ove si 
tratti della superficie limite, di cui sia n la normale interna, bisogna 
porre ^^ = o. 

Di queste due fomie della funzione potenziale magnetica chiamcrei 
volentieri la prima forma polare, la scconda forma apolare, c cio per ragioni 
facilmente desumibili dalla loro rispettiva origine ed interpretazione. 

Risultando dalla forma apolare di F die questa 6 funzione poten- 
ziale d'una distribuzione newtoniana mista, superficiale e cubica, si e 
tratti a prima vista ad assumere come espressione del potenziale P del 
corpo sopra si stesso relegnntissima fonnola di W. T h o m s o n 

00 ' 



-J Sir 



dove 5*00 indica lo spazio infinito: e tale non di rado si dice essere il 
potenziale d'un corpo magnetico. Ma forti ragioni impediscono di con- 
siderare questa come Tespressione compleia del potenziale mcdesinio. 
Basti dire che con questa forma non si puo render conto deir indu- 
zione magnetica, ove si voglia che le equazioni di questa, come quelle 
dell'induzione elettrostatica, scaruriscano dalla necessiti\ che, nelio stato 
d'equilibrio magnetico fra Tinducente e I'indotto, il potenziale totale 
del sistema diventi un minimo. Seguendo Taccennata analogia elettro- 
statica si giunge invece, in diversi modi, a concludere che alia prece- 
dente espressione conviene aggiungere un termine della forma 



y»-(«, p, y)dS, 
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dove ^ e una funzione quadratica cJ omogenea dellc tre componenti 
Jrf rxiomento unitario c dove V Integra..! _. no si estcnde a tutto lo spazio 
oceupxilo dal corpo. I coefKcicnti di qucsta funzione U- sono quantiti 
che dipendono dalla natiira tisica del corpo e die possono anche, al- 
nieno teoricamente, variare con data legge da punto a punlo. Ma 
'^ornurique esse possano variare-, e scnipre lecito, per ogni singolo punto 
"^* «crcDrpo, supporre gli assi oriental! in modo che sia 






^ ^^ quantity x,, x^, x- sono allora, per quel punto, i coellicienti d'in- 
^^^^^ne del corpo nel senso dei tre assi, coeiKcienti che si riducono 
"'-I XI solo x(=x^ = x^. = x.) quando il corpo e magneticamente iso- 
^ nel qua! caso Torientazione dcgli assi diventa indifferente. Con 
Xi coefficienii si formano poi quelh cosidetti di permeabih'ti : 

(i. = I + 47rx, , ^ = I + 4 - ^ , t^. = I + 4^^^- , 

^viali sono speciahiiente notevoli per cio ciie Tcsperienza li adJiterebbe 
c costantemente positivi, menire qutlli d*induzionc sono positivi 
P^r i corpi paramagnetici, negativi per i dianiagnctici. 

Premesso tutto cio ed assumcndo, in base al finqui detto, 



1 



'=f-i^''' ''■!'■'' 



porrie espressione conipleta (o polare) del potenziale niagnetico d'un 

^*"po sopra se stesso, e pero come misura dcUa sua energia magnetica, 

^' l^resenta una quistione fondanientalo, cJ e questa. Se Tespressione 

P'^^cedente c veraniente quclla della totale energia magnetica del corpo, 

css^ deve risultare sempre positiva, ne dcve potersi ridurre a zero che 

°^^diante il totale annullamento d'ogni magnetizzazione , cioi per 

*^5spi=:y:=:0 in tutto il corpo, nel qual caso e anche /-^mo. Ofa, 

cH^ la precedente espressione possegga elFettivamente questo carattere, 

^ manifesto senz'altro nel caso dei corpi paramagnetici, poichi allora 



/ 
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la qaadxa&ci W e esvrryu imcnte poslovi: uli net caso dei corpi dia- 
cugnetrd ,. cues:^ cuj*irif ci e ni^^ad-.M ed il segno di P ricsce in- 



Non mi c m^ iwcsuu), 6>rse per impertetta mu cognizione della 
bibtiografia reluivi iL*irgociento, di trovjre dhciissj quesu difficolta: 
ma cooteso che per lungo tempo con sooo stato alieno dal credere 
aDa possiruiu di srabtlire, coH'^yuio di qualche trasformazione oppor- 
tana, la poshhita di P come cooseguenza di quella dei coeffidend (i. 
Solo recentemente mi sono persuaso del contrario, ed ecco come. 

EUa sa che la forza eserdtau da un corpo magnedco sopra uno 
dd proprii pund noa i a£itto detenninata, ne determinabile, a cagione 
ddl'^noranza in cui siamo drca Tindma cosdtuzione magnedca dei 
corpi. La forza che Maxwell denomina mapuiicay e che e definita dalle 
componend 

dx ' ^ — dy' '^— d^* 

non e che la for^a apolarc^ quella, cioi, che si produrrebbe eifetdva- 
mente se, invece della Jistribuzione polare (at, Ji, v), esistesse nel corpo 
la distribuzione apolare (h, it), di pari funzione potenziale. Fra le molte 
altre forze che, sotto diversi pund di vista, si possono considerare come 
rappresentand I'azione magnedca del corpo , ve n*i per6 una le cui 
componend hanno le espressioni 



(dove le a, Ji, y si riferiscono agli argomenti x, y, :;;) e che, come 
tutte le nitre testi accennate, si riduce alia precedente nei pund esteipi 
al corpo. Essa e quella forza che Maxwell denomina indu:^iont tna- 
,gnetica e cUe Thomson aveva gla in tal qual modo contrapposto alia 
precedente coUa nota considerazione delle « crevasses ». Si pu6 ere- 
defe, dietro ccrti indizii , che essa sia veramente da riguardarsi come 
quella che funge da for:(^a polarCy in opposizione alia apolare di dianzi. 
Ma checchi sia di cio , cgli i appunto colla considerazione di que- 
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sta forza die ho potuto risolvere la difficolti circa il segno di P. 
Si ha infatti 

R' = X" + y + Z" = i6tc*(«* + ?>" + f) 
donde, integrando su tutto lo spazio, 

Da questa relazione, in virtu della ricordata formola di Thomson 

si deduce I'eguaglianza 

la quale permette di porre la precedente espressione del potenziale sotto 
la nuova forma seguente: 

P =j[w + 2r(«' + r + f)]dS -f^dS„ . 

Ora, qualunque sia il posto occupato nel corpo dall'elemento dS^ si 
puo sempre supporre^ per cio che ho gii ricordato, che gli assi coor- 
dinati sieno orientati in modo da rendere, in quel posto, 

^• + 277(a' + p* + y') = 
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=T(;r-^f-^t)--(-^-^'-^') 



.(l - 4-^)a-- (i - 4irx,)^' > (» "r -i-^^dfl 



. -c: 



X, X >c 



■1 



2'X, 2x, 2X, 



Ammesso che i coerficienti di permeabilita ji, , [l^ , u^ sieno scmpt^ 
positivi, il segno di quest'espressione c positive nei corpi paramagtti-^ 
tici, negativo nei di.imagnetici: tale c, per conseguenza, il segno d^"- 
primo termine della nuova espressione trovata per P, qualunque s*-^ 
rorientazione de^Ii assi. Poichc Juncue Taltro termine e essenzialmen^^ 
negativo, si deve concliidere che, per i corpi diamagnetici, la quantiti. -*- 
4 sempre negativa e non si annulla che per a =^ 3 =: y = o, nei qf ^^^ 



rre 



caso e anche /""nz o e qiiinJi i? = o. L'energia d'un corpo diamagi 
tico avrejbe dunque iin valore riCi;atii'j, 

Questo risultato ne trae con sj un altro, che non e meho in 
rosimile. ii noto che se alia Jistribuzione indotta in un corpo da azi 
magnetiche esternc, date cd invariabili, si sovrappone un'altra distrib^ 
zione magnetica qualunque, il potcnziale di tutto il sistema si accre^^ 
d'una quantita che c se:nj)l!ceinjnte eguale al potenziale della distrih^^ 
zione sovrapposta airindotta. Risulta di qui, tenendo conto del ris 
tato precedente, che se il corpo inJi)tto c paramagnetico, il potenzi 
totale aumenta quando cessa Tequilibrio d'induzione, mentre, se il cor^ 
e diamagnetico , il potenziale diminuisce: nei primo caso dunque 
potenziale totale sarcbbe mininio nello stato d'equilibrio, nei secon 
invece sarebbe massimo, cioc Tequilibrip d'induzione diamagneiica 
rebbe instabile. 

Queste incongruenze mi*senibranc tali da renderc sempre piu p: 
babile la nota ipotesi di Faraday, d*una polarizzabiliti di tutto 
spazio, con cocfHciento positivo per questo come per ogni corpo in e 
immerso: merce quest'ipotesi Tinduzionc diamagnetica viene ridoti 
com'c noto, ad uni mem apparenza. 

Gli altri argomenti su cui mi proponcvo d'intrattenerla si rift 








Ti' 
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vano alia teoria deirelasticiti: ma per questa volta mi limiter6 a sem- 
plici osservozioni d'indole didattica, suggeritemi da alcuni passi dell'in- 
teressante Corso litografato di Lezioni suH'onzidetta teoria, che Ella si 
compiacque d'inviarmi. 

Per dedurre le espressioni del potenziale unitario d'elasticitii^ nelle 
diverse ipotesi particolari che si sogliono fare circa la natura del mezzo 
dastico cui il potenziale devc riferirsi, si fa uso quasi sempre di certe 
trasformazioni di coordinate, le quali devono lasciare inalterato il po- 
tenziale medesimo. Questa considerazione , la quale conduce a calcoli 
piu o nieno prolissi e poco eleganti , puo essere del tutto eliminata 
invocando le propriety invariantive delle sei componenti di deformazione, 
cio& di quelle sei quantity che designer6, com 'Ella fa seguendo il Betti 
• ed altri Autori, con c, i, r, /, ^, hy dove 

^du , dv ^dw 

"^-d^* ^-J^' '~d^' 

- dw , dv dtt . dw , dv . du 

'^=57 + 5^' ^^ = a? + d7' ^* = dl+6b^- 

Spiegher6 il mio concetto con un solo esempio, il quale h per6 
suficimte a far comprendere di che si tratti. 

DalPequazione di 3^ grado che porge Ic tre dilatazioni principali 
tisulta immediatamente che le tre espressioni 

a + h + c , 

bc—P + ca — g^ + ab — h\ 

abc+ ifgh — af* — bg^ — ch* 

« 
soQo invarianti ortogonali di deformazione, sono, cio6, quantitii che non 

cambiano di valore, in ciascun punto del mezzo, qualunque sia la tema 

ortogooale d'assi di riferimento. Queste quantiti s'incontrano del resto, 

con altra interpretazione, fin dai primi passi nella teoria delle superficie 

' di seoond'ordine. 

XiwL Grc. Maiim., t. m, parte i*.— Stampato il s maggio 1889. 10. 
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Ora supponiamo che si voglia assegnare la forma del potenziale 
d 'elasticity per quel mezzi che presentano 11 carattere della cosidetta 
isotropia incompleta , per i quali , cioi , esiste in ogni punto un asse 
d'elasticiti dtstinto^ di data direzione/ roentre ogni direzione normale a 
questa appartiene ad un altro asse d'elasticiti, indistinto od indiflPerente. 
Questa costituzione teorica del mezzo rappresenterebbe abbastanza bene^ 
secondo il competentissimo De Saint Venant, il carattere elastic© 
dei corpi dotari di struttura fibrosa, e si presta perci6 molto opportu- 
namente alia trattozione dei problemi che si devono risolvere in vista 
di prattche applicazioni. 

Supponiamo che la direzione dell'asse disdnto d 'elasticity sia quella 
delle ;(. Qrdinando come s^ue rispetto a c i tre invariand sopra citad: 

{a + b) + c, 

(ab-r-g'-h') + (a + h)c, 

(2fgh-ar-bf) + (ab-b')c, 

si riconosce immediatamente che quando, restando fisso I'asse delle ;^ 
si spostano gli altri due assi, rimane invariata non solo la quandtii c^ 
dilatazione arbitraria nel senso dell'asse fisso, ma eziandio ciascuna delle 
espressioni s^uenti: 

a + b, ab—f' — g'--h\ ah — h\ 

2fgh-ap — bg\ 

Abbandonando Tuldma di queste, che h di grado superiore al se- 
condo, e semplificando la seconda per mezzo della tcrza, si hanno dunque 
quattro espressioni di primo e di secondo grado, cioi 

a + i, c, ab-h', r + g\ 

che non cambiano di valorc nella trasformazione e colic quali si pos- 
sono formare cinque, e non pii, espressioni linearmente indipendenti di 
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secondo grado, dotate della stessa propriety, cioc 

Ca + b)\ {a + b)c, c\ ab-h\ ^ + g\ 

Sonunando queste cinque espressioni, moltiplicate per altrettante costanti, 
si ottiene I'espressione cercata 

n = 1 A(a + by + B(a + b)c + ^Cc' 

^^ potenziale unitario d'un mezzo elastico dotato d'isotropia incom- 
P'^^, sotto la forma che i la piii comoda nellc applicazioni, come ho 
F^uto verificare in moltc circostanze. N4 si pu6 dubitare che questa 
fortria non sia la piii generale possibile, se si riflette che i nove coef- 
ficienti di n per i mezzi dotati di tre assi distinti d'elasticid si ridu- 
cono gi^ a sei, quando due di questi assi sono fra loro permutabili, e 
che Tulteriore restrizione, inclusa nel concetto di isotropia incompleta, 
deve assorbire almeno uno di questi sei coefficienti. 

Le sei component! di pressione X,, X^, etc. hanno gli identici 
lavarianti di quelle di deformazione c per6 si puo affermare a priori che 
U potenziale dello stesso mezzo, espresso per queste nuove componenti, 
dcvc prendere Tanaloga forma 

+ D'(X; - X, Y,) + E{Y,' + Z/). 

Un facile calcolo conduce a trovare, per i nuovi coofficienti costanti di 
questa seconda espressione, i valori s<^uenti: 

„_ AC-B' B 2^-D 

"^ — DK * '^~~'K* ^~ K ' 

D'rr-^, £'=^, K=2(AC-B')-CD. 

Mcdiante queste relazioni si rende agevolissima la detcrminazione dei 
moduli d'dasticitii, dei coefficienti di contrazione, ecc. 
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Ancora un'osservazione, che saii I'uldma per ora. 
Nel di Lei G>rso litografato Ella ha voluto riprodurre in Nota la 
dimostrazione da me data della suffidenza delle sei note equazioni 



ay _ . /a^* . dl\ 
yg _ a /dg db _d/\ 

dyd:^~dx\dy '^ d^ dxj' 



ecc. 



che si sbgliono dedurre come condizioni semplicemente necessarie a 
soddisfarsi dalle sei componenti d'una deformazione possibile. lo credo 
che quella dimostrazione sia opportuna ad esporsi in un G)rso, poichi 
le varie formole che vi si svolgono trovano poi tutte la loro applica- 
zione helle pifi importanti questioni d 'elasticity (*). £ per6 utile ossQrvare 
che la suf&cienza delle equazioni in discorso pu6 essere stabilita in un 
modo del quale non pu6 immaginarsi il pifi perentorio, cioi coU'inte- 
grazione diretta, la quale riesce facilissimamente, cosi: 

Si rappresentino con 17, ^, fV tre funzioni totalmente arbitrarie 
e si ponga, com'i evidentemente lecito di fare, 



dx ' '^~a3r> -— a^- 

Le equazioni in discorso diventano (scrivendo sempre la prima soltanto 
d'ogni tema) 

d' ( . dfV dF\_ 

dydA^^~ dy ~aj-^' 

d /d^U dg dh df\ _ 

dx y^w^ ~ d> — d? "*■ 5i; - ° • 

S'integrano le prime tre ponendo 

O Nel K. lo del CompUs Rmdus di quest'anno ho indicato un altro singolare 
modo di stabilire le propriety di queste equazioni. 
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dove f ^ g\ V sooo tre funzioni soggette alle condizioni 

(573^ d;cdx dJcdy 
Le altre tre, sostituendo per f^gyhi valori precedent!, diventano 



53c V5>' d^ dx) 



c daj3no, con una prima int^;razione, 



^^ + _^i! — ^f = -^ 



^v© X, y, Z sono tre funzioni arbitrarie, di cui per6 !a prima non 
^cve contenere x, la seconda y^ la terza :j. Da queste ultime equazioni 
** ncava 

, af d'Y ^ d'z . a / « dz an 

^ic'^dcy intq;rando di nuovo, 

iove X, , y, , Z, sono tre funzioni arbitrarie dello stesso tipo di X, Y, Z, 
tn^ di forma pii!i particolare. Dovendo infatti aversi 

i chiaro che X, deve risolversi nella somma di due funzioni , I'una 
^ sola y, Taltra della sola ;;; e cosi dicasi di F, e Z,. Si pu6 dun- 
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doTc ^ , ^ SODO fcmiinni aifcctrnie dcila sob x^ 

» ▼. . T. » » » T, 

? ■ * 

Ficcodo le drtitc sosdcnzicKii successive si otticiie cosii 



e SI poo solvere 

a(c/+A -f-r.,-f:,) . a(?F+z + g, + T.) 

2A_ ^_ g_ . 

Con ci6 le sd equazioni sono completamente integrate e basta po 

donde 

^dU __ du L^dV_dv __dW _dw 
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per riconosccre che le espressioni cosi ottenute per a, b, c, 2/, 2g, ib 
sono precisamente quelle volute dalla definizione di queste quantidi , 
come componenti di defonnazione: & d'altronde evidente che le fiin- 
zioni u, Vy u;, con cui queste quantity restano formate , sono intera- 
mente arbitrarie. 

Per trattare i problem! del genere di quello che porta il nome 

di I3e Saint Venant, giova poter disporre arbitrariamente di alcune 

delle sei componenti di deformazione. Esaminando questo punto alquanto 

pl£i da vicino ho potuto convincermi che si possono assumere ad arbi- 

trio tre delle quantity a^ b, c^ /, g^ hy purchi non sieno quelle che si 

trovano gii associate fra loro in una delle tre equazioni di condizione 

formanti la prima delle due teme testi ricordate. Per conseguenza, 

delle 20 teme che si possono formare colle sei componenti suddette , 

sono 17 quelle per una delle quali si pu6,in un determinato problema, 

(issare ad arbitrio la forma di tutte tre le funzioni che la compongono. 



Pavia, 5 marzo 18S9. 



E. Beltrami. 
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LINEE GEODETICHE 



TRACCIATE SOPRA T ALUNE S UPERFICI 



NoU di M. L. A I b e g g i a n i , in Palermo. 



Adunania del 24 mario 1889. 



In questa Nota sari applicato alia ricerca delle linee gcodedchc *^ 
metodo elegante sviluppato nei suoi particolari dal sig. Darboux nd'^ 
di lui interessante opera : LtQons sur la thiorie giniraU des surfacey > 
Paris, 1887-89 : sul proposito pu6 anche confrontarsi la recente moa^^ 
grafia del sig. Knoblauch, Einleitung in die allgemeine Tbeorit l^ 
Krummen Fldchen, Leipzig, 1888. 

Esporr6 nella parte I il metodo sudetto e ne far6 poi applicazion^^ 
nella parte m, al ritrovamento delle equazioni funzionali delle geod^^ 
tiche di talune superficie, non lasciando di tener presente la das^fic^^ 
zione delle sfesse fatta dal sig. Sophus Lie nella pregevole Memor^ 
Untersuchungen ubtr geoddiische Curven {Math. Ann., B. XX, S. 357), dd^-^ 
quale classificazione sari tenuto ragionamento nella II parte del pn 
sente lavoro. Sari oggetto di altra Nota lo studio delle principali 
prieti di cui godono le piCi interessanti tra le geodetiche delle quali - 
sono in questa ottenute le equazioni in termini finiti. 
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I 

r. Si consideri la superficie rapprescntata dalle cquazioni: 

O) x=zif^ (a, v), V = 9, (w, v), ;e = 9, (w, v), 

ne/ie cjiiali le w, v indicano due sistemi di linee u = cost., v = cost, 
^racci^^te sopra la superficie ed i cui valori particolari si assumono come 
coordinate (curvilinee) di ciascun punto della stessa. Ponendo al solito: 

'=2{tz)' '=i:UU- ^=i:{U)' 

Iclcr^^gu^Q IJneare delia superficie prende, come c noto, la forma 

ds* = Edu^ + iFdudv + Gdv\ 
Siano ora 
(^) = 6(^,1/), e. =e,(a,x;) 



due funzioni di UyV supposte tali chc Tequazionc 6, = cost, rap- 

pres^^^i una famiglia di geodetiche della superficie (i) e che Tequa- 

2*®*^^ = cost, rappresenti la famiglia di curve trajettorie ortogonali 

ddl^ geodetiche considerate; le curve 6 = cost, cosiituiscono ci6 che 

SI dice una Eimiglia di linee geodeticamente parallck o seniplicementc di 

c^^'^ot paraUde. 

Suppongansi inoltre le funzioni 0, 0^ tali che per ogni punto della 

superficie , o di una regione di essa , passi una sola coppia di curve 

^PPartenenti alle due famiglie , di manicra che ogni coppia di valori 

dci parametri 6, 6, determina univocaniente un punto delia superficie , 

della regione, considerata, e viceversa, o che 6 lo stesso, le funzioni 6, 6, 

sUQo tali che ad ogni coppia di valori di ii, v risponJa una sola coppia 

^ valori di 6, 6, e viceversa; si ottiene cosi un nuovo sistema di coor- 

<linate curvilinee 6, 6, legato al precedcnte dalle relazioni (2) : cerchiamo 

4^e sari^ nel nuovo sistema coordinato Tespressione dell'elemento li- 

neaie della superficie. 

Rind. Ore. MaUm., t. Ill, parte i\— Sumpato il 6 maggio 1889. 11. 
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Dette Ey Fy G' Ic analoghe dcUc £, F, G nel nuovo sistema, cioi : 

^=2(§jy. ^=i:uu.' ''=s{uy- 

si ha da prima F' := o, di poi, essendo le curve 0, ^ cost, geodetiche 
della superficie, I'equazione differenziale delle geodetiche, la quale, nel- 
ripotesi P=o, i la 

2FG'(dO^. — de.d^) 

deve cssere soddisfatta da iO, = o, il cbe ha luogo quando abbiasi 

dE 

3^- = o o vvero E =z E' (6) , 

allora scrivendo , per non introdurre nuovi simboli , ancora di per 

[/EdH, posto G' =:<J*, si trova che relcmento lineare della super- 
ficie viene espresso dalla: 

Egli i d'altra parte evidente che, se le condizioni 

F=i, F = o 

sono soddisfatte , le curve 6, = cost, sono geodetiche della superficie 
e quindi le curve 6 = cost, sono le loro trajettorie ortogonali, difatti, 
in virtii delle poste condizioni, Tequazione differenziale delle geodeti- 
che^ testi scritta, resta identicamente verificata per d6j = o. 

Osserviamo infine che nella forma or ora trovata dell' clemento 
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lineare della superficie^ il parametro 6 indica Tarco delle geodetiche 6, 
contato a partire da una trajettoria ortogonale fissa 6 = 0, 

2. Per venire ora alia determinazione delle fiinzioni 0, 6. , cr osser- 
viamo, che esse sono funzioni di u^ v tali da aversi identicamente 



(3) 



Edu* + 2Fdudv + Gdv*=z di* + a*di\ . 



Pertanto, avuto riguardo alia natura delle funzioni 0, 0, e posto 



D = 



ao ae 

dw dv 



do, ae, 

du dv 



<3alle (2) si ha per inversione: 









onde: 



C4J 



inoltre 



Ddu^ |i.rf0-|ij6,, 



dv 



dv 



Ddv = -pidi+p-db, 
du du ' 



Cs) 



D'a' = EG — F' (*). 



Sostituendo quindi nel primo membro della (3) le espressioni di 
u, dv tratte dalle (4) e comparando i coefficienti di d6*, J6d6, , rfO*, 
^^nendo presente la (5), si trova: 



(*) Cfir. Knoblauch, I. c. , pag. 13, 
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f ^ pde ae^ p/ae ao, ao ae,\ ^ae ae,_ 



Pongasi 



/aev r-^e ae , ^/aey 
U;-^^aZ ai;+^Uj . 

i =-~ -_ c zn \ \i 



EG — F' 

e dicasi, con Beltrami, tale espressione : parametro differeniiale dtl 
i^ ordine di 6, allora la (8) prende la forma 

(9) • Ae=i. 

II soddisfacimento della (9) dice che il polinonio omogeneo di 2^ gr^' 
do in du, dv 

h un quadrato perfetto, quindi qualunque siano duydvy se la (9) e 
soddisfatta, si pu6 porre : 

ds^ — ie* = {nidu + w Jz;)*, 

dove w, fi sono certe due funzioni di w, v. Ora 6 noto che si pu6 
sempre determinare un fattoi^ — . funzione di ti e di v, tale da aversi 



tndu + ndv ,. 
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e per6: 

dove 0. i funzione diversa dalla 6 ed il determinante D j^o chh altri- 
menti ds^ sarebbe un quadrato perfetto, contro I'ipotesi. Da quanto 
precede si pu6 concludere , che ad ogni soluzione della (9) risponde 
una fiimiglia di curve parallele cioi di curve le cui trajettorie ortogo- 
nali sono le geodetiche 6^ = cost. 

Di tal che per determinare tune le possibili linee parallele gia- 
cent! sopra una superficie data (i) bisogna integrare generalmente Te- 
quazione (9), in seguito Tintegrazione della (7) permette di determi- 
nare la funzione 6, di maniera che le curve 6, =: cost., le cui traiet- 
torie ortogonali sono le curve 6 = cost., siano linee geodetiche della 
superficie; finalmente la (6) dfi I'espressione di 9\ 

3. Frattanto si pu6 effettuare la determinazione della funzione 6. 
dope aver trovato Tintegrale generale della (9), od anche Tintegrale 
completo, senza eseguire alcun'altra integrazione. 

Suppongasi in&tti che, volendo procedere alia integrazione della 
equazione alle derivate parziali del i'' ordine (9), siansi determinate per 
mezzo del sistema di equazioni differenziali ordinarie corrispondentealla(9), 

do do 

le -^- , •:?— , soddisfacenti alia equazione data ed alle condizioni d'in- 

tegrabiliti, quali funzioni di u, x; e di una costante arbiiraria a la quale 
figura almeno in una di esse, in tal caso I'integrale contiene la co- 
stante a^ oltre di quella che pu6 essere aggiunta a per addizione e 
soddis& identicamente all'equazione (8), la quale derivata parzialmente 
rapporto ad fl, poichi f, F, G non contengono a, di: 



r 10^ £— ^'^ — f(— --- +^ -ilL^ 4. G 
^ ^ dv dvda \du dvda ' dz/ dtida) ' 



du duda 



La (10) coincide con la (7) ove in questa si scriva ?— per 0,, ma 

dO 
rintegrale i(u, v, a) soddisfa identicamente alia (8), la funzione ^ 
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soddisfa identicamente alia (lo) quindi 

6, = -^- = cost. = d 

k UQ iategrale della (7), cio^ per determinare la fuDzione 0, basu de- 
rivare Tintegrale 6 rispetto alia costante a. 

n precedente ragionamento non sofFre variazione nel caso in cui 
rintegrale 0, in luogo di contenere la costante a^ contenga una funzione 
arbitraria il cui argomento h funzione determinata di ii e di z; ottenuta 
per r integrazione del sistema di equazioni difFerenziali ordinarie su- 
dette , soltanto devesi allora intendere che le difFerenziazioni rispetto 
ad tt ed a 1/ siano complete vale a dire supponendo a funzione di u 
e di V. 

L'equazione ^ = a' contiene pertanto due costanti arbitrarie delle 

quali si pu6 disporre per &r passare la linea geodetica per un punto 
dato (ti^ y v^ e secondo una direzione assegnata, vale a dire in modo 
da avere in quel punto una tangente determinata. In&tti i chiaro che 
la curva 

(11) ^(«> V, a) = ^X%y ^o> ^) 
pa^a pel punto {%, v^) pel quale passa pure la curva 

(12) e(«*, V, a) = 6(«„, v^, fl) = e„ , 

inoltre essendo le due curve (11), (12) ortogonali, Tangolo che la di- 
rezione positiva della curva (11) fa nel punto (m^, v^) con la direzione 
positiva della curva v = cost, passa nte per lo stesso punto, i il com- 
plemento dell'angolo fatto in quel punto dalle direzioni positive delle 
curve (12) e v = cost., detto (o il primo di questi angoli si ha quindi : 



O ^* ?' ^* B i a n c h i, Giometria diffirenxiaU^ pag. 49, 
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dove 5— P indica ci6 che diventa -r- 1 tratto dalla equazionc 6 = cost., 
at;. dv ^ 

ocl punto {u^, vj, cio6: 

Per mostrare quindi che pu6 darsi ad ci> un valore a piacere basta 

^ostrare che -p-^ coniiene la costaate arbitraria a. basta perci6 mostrare 

dv^ ^ 

dic^ a rapporto : 

V OU TV y 



d6 d6 
noxi i indipendente dalla costante a^ per vero ove cosl fosse ^^ ;p > ;p 

ticavate dalla (9) e dalla J- =5— A(«, v) sarebbero entrambe indi- 

^'^^ dv OH ^^ ^ 

P^ndenti da a contro Tipotesi. Si pu6 quindi determinare un valore 
^^lla costante al per modo che la curva 

e.=:fl' 

P^ pel punto assegnato (u^ , z/J, e pu6 inoltre determinarsi un valore 
^ella costante a tale che I'angok) a> abbia un valore dato prima, o altri- 
^enti tale che la stessa curva 



abbia in quel punto una tangente data. E poich^, come h noto, una 
linea geodetica h determinata dalle condizioni di passare per un punto 
dato ed avere ivi una tangente data, cosl Tequazione 

86 
= a 
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rappresenta tutte le possibili linee geodetiche tracciate suUa superficie. 

Dopo ci6 pu6 enunciarsi il teorema : 

Per determinare le linee geodetiche della superfi- 
cie (i), si consideri i'equazione alle derivate parziali 
del 1° ordine 

\h= I. 

Ogni soluzione di questa equazione, eguagliata ad 
una costante, determiner^ una famiglia di curve paral- 
lele. Se si ha una soluzione contenente una costante 
arbitraria a Tequazione della linea geodetica la piu ge- 
nerale i 

de 

e Tarco compreso fra due punti di questa linea geode- 
tica 6 eguale alia differenza dei valori di relativi a 
questi due punti (*). 

n. 

4. Applicheremo il metodo esposto alle principali tra le superficie 
dassificate dal sig. Lie nella Memoria citata , cioi a quelle superficie 
alle quali h permesso di potere imprimere uno scorrimento infinitesi- 
male sopra s^ stesse , per modo die ogni geodetica della superficie 
venga, dopo tale spostamento, a coinddere con altra sua geodetica infi- 
nitamente vicina. 

Considereremo per ultimo il caso del panibaloide ellittico o iper- 
bolico, il cui elcmento lineare si presenta nella forma osservata da 
L i o u vi 1 1 e. 

Mostriamo intanto in che consiste la dassificazione razionale data 
dal sig. Lie per le superficie soddisfacenti alia condizione sudetta. 

Si dice che suUe coordinate curvilinee u, v di un punto apparte- 
nente ad una superficie si opera una trasforma:^iom infinitesmak, quando 
il sistema 11, v viene trasformato nel sistema infinitamente vicino 



O Cfr. Darboux, 1. c, t. II; pag. 428. 
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a denotare tale operazione si scrivono le relazioni: 

(13) * w = tc(«, v)St, iv = & (u, v)8i 

dove ir, b» sono funzioni di h e di v. Ad una trasformazione infinite- 

simale risponde evidentemente uno scorrimento inBnitesimale della su- 

perficie, alia quale appaniene il punto considerato, sopra si stessa, di 

Daaniera che una curva tracciata sulla superficie prende, dopo lo spo- 

statxientOy una posizione diversa sulla stessa superficie coincidendo con 

altra sua curva infinitamente vicina, ed nvviene, in generale, che Telc- 

"^ento lineare, misurato sulla curva considerata, varia di lunghezza dopo 

lo spostamento , cioi ogni scorrimento infiniteslmale della superficie 

sopra s4 stessa i accompagnato, in generale, da uno stiramento (J)chnung). 

Si consideri ora I'equazione diiferenziale 

l^^Ua alia superficie^ vale a dire tale che ad essa soddisfino certi enti il 
^^ insieme forma una famiglia di curve tracciate sulla superficie; ciascun 
iHQividuo della famiglia si diri una carva integrale della (14) e sari rap- 
P^^sentato dall'integrale di essa 

/(m, z;, rt, , fl, ,...) = 

per certi particolari valori dati alle costanti o alle hinzioni arbitrarie 
che vi si contengono; cio posto diremo che Tequazione (14), e per6 
anche la famiglia di curve da essa rappresentata , comporia la trasfor- 
mazione infiniteslmale (13), allora quando, operata sitfatta trasforma- 
zione, ogni curva integrale viene nella posizione ad essa infinitamente 
vicina restando ancora curva integrale della (14) , vale a dire allora 
quando I'espressione variata 

Rind. Grc, Matem.^ t. Ill, parte i».— Sumpato il 6 maggio 1889. 12. 
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f(u, V, a,, a,, ...)+ Uai + "^5^]*^ = ^' 

che si ottiene dopo la trasformazione, fomisce ancora un iot^rale dd- 
I'equazione (14); i chiaro pertanto che ove I'espressione 

on av 

debba fomire ancora una forma deirintegrale deU'equazione diSereozIale 

data^ deve essere soddisfatta una qualche condizione, cosi p. es. se la (14) 

ha la forma scmplice: 

du dv 

dove (/y V sono funzioni di u, v, la condizione a soddis£irsi £: 

U^ - P^ ir-^ w-5— 1/3 h f^3 TC-5 ca-5- 

du dv du dv du dv du av 

U ~ '' V 

che si puo mettere sotto la forma: 

u . r 



U&— Pi: . ^ U^—Vr. 



+ 57 = o. 



du dv 

5. Ora 6 noto che le geodetiche di una superficie sono curve L 
tegrali dell'equazione diSerenziale del i"" ordine 

(15) 2{EG — P){dud^v — dvd'u) 

{j,dE , j,d£ T:dF\. 3 
\ dv du du) 

, / ^d£ , ^dE ^dP r:dG\, ,. 
+ ( 3F^^ h G-s 2F^ lE-^^idu^dv 

Y dv du du du) 

Y du dv dv dv) 

_ (g ac + f |G _ ,c |^).v'. 

\ du dv dv ) 
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supponeodo quindi, che per uno scorrimeDto infinitesimale, rappresen- 
tato dalle (13) > della superficie sopn se stessa, venga una sua curva 
geodetica a coiDcidere con la geodetica ad essa infinitamente vicina, si 
diri che Tequazione diflferenziale (15), o ancora la famiglia di geode- 
dcbe da essa rappresentata, ammette la trasformazione infiaitesimale (13). 
Frattanto intendansi riferiti i punti della superficie ad un sistema 
di coordinate simtnetriche u^y v^^ allora relemento lineare della superficie 
si presenta della forma: 

(16) ds'=fXu^, v;)du^dv^ 

e la (15) diventa semplicemente, poichi £,= &, = 0, 

FXdu^d^v, - dv,d%) = 1^' duyv, - 1^' du,dv\. 

In tal caso il sig. Lie dice che una superficie ^ : 
della I classe quando le geodetiche di essa ammettono la trasformazione 

infinitesimalc: 

* w^ == TC (w,) 5/ , iv^ = to (y;) it , 

della II classe quando le geodetiche di essa ammettono la trasforma- 
zione infinitesimale : 

iu^^=:Tc(u^)it, ^i;,= w(«p ^/,)^^, ovvero Su^=r:(u^, i\)il, iv^:=zb}(y^)St, 

della m classe quando le sue geodetiche ammettono la trasformazione 

infinitesimale : 

od altrimenti, riferendosi allc quantitc\ 

(17) ^ ^'^ 
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la superficie appartcrri rispettivamente Ah t classe, alia II classe o 
alia m classe secondo che entrambe le quantiti (17) sono nulle, o lo 
i soltanto una, o nessuna. Pu6 una superficie appartenere conterapo- 
raneamente a due o a tutte le tre classi se le geodetiche tracciate sopra 
di essa ammettono nello stesso tempo Ic corrispondenti trasformazioni 
infinitesimal! • 

Le trasformazioni della I classe sono trasformazioni conformi, infatti, 
dicendo «/, vl ci6 che diventano le m, , v^ trasforraate, si ha 

onde, tenendo presente le espressioni di iu^ , ^v, per le trasformazioni 
della I classe, poichi d'altra parte 8t non dipende dalle variabili, con- 
segue che u[y v\ sono rispettivamente funzioni della sola u, e della 
sola v^ c\oh\ 

(18) «:=?(«.), <=<i'(o. 

Dicasi w, v un sistema ortogonale isotermo, a parametri isoiifietrici, 
tracciato suUa superficie, allora T elemento lineare (16) verri espresso 
nelle coordinate xi, v se si pone 

u^ =zn -{- iVy z;, = M — iv, 
esso diventeril quindi della forma 

(19) ds' —f{u, v){du' + dv') : 

sia ancora u', z/ il sistema ortogonale isotermo nel quale trasformasi 
il sistema di coordinate simmetriche u[ , v\ , si ha : 

u[ = u' + It;' , v[ = tt' — iv', 

onde dalle (18) segue: 

u^ + iV =z 9(1* -j- iv) , m' — iV = ^(w — iv) 
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cioi u! + iV i funzioDe analitica ii u -{- iv ed uJ — iv^ £ funzione 
analitica di » — iVy ma tanto serve a caratterizzare la rappresentazione 
coofbrme del piano delle variabili u^ v su quello delle variabiU u\ v\ 

6. Senza seguire il sig. Lie in ulteriori sviluppi, diciamo che egU 

nella. Memona citata studia in tutta la sua generalitil il problema di de- 

terminare la forma dell'elemento lineare di quelle superficie le cui geode- 

tidie ammettono una o piu trasformazioni infinitesimal!; dalle &tte de- 

tenninazioni deduconsi pertanto i seguenti risultati . 

Ammettono trasformazioni infinitesimali conformi le geodetiche 
tmcoiate 
^ siiUe superficie il cui elemento lineare k, : 

'^ ^uali sono superficie sviluppabili. A, B indicano fonzioni qualunque 

"^■' loro argomento, 

*) ^uOe superficie il cui elemento lineare 6 : 

ds" = ^"•♦K — v,)^«,Jt/, 

"^'V'e a 4 una costante qualunque e 4> 4 fonzione arbitraria di «, — v, , 
^^ particolarc per ^ = o si ha : 

^y ds' — ^{u, — vyu,dv, 

^t h I'elemento lineare di una superficie applicabile sopra una super- 
^cie di rivoluzione e le cui geodetiche comportano una trasformazione 
iQfinitesimale che non 4 accompagnata da stiramento alcuno, 
sulle superficie il cui elemento lineare 4 : 

ds^ = {u^ — v)'~^du^dv^y 

le quali sono superficie a curvatura costante, 
i) sulle superficie il cui elemento lineare 4 : 

45* = (a, — vy^du^dv^ w, costante finita, p6— 2 



94 M. L. ALBEGGIAKI. 

le quali sono le evolute {Centrafldchen) di superficie i cui raggi di cur- 
vatura principali stanno in un rapporto costante, [i casi by, c), d) di- 
stinguonsi pel &tto che in ^)', dove « rappresenta una funzione qua- 
lunque di u^ — t/^ , le geodetiche ammeitono, in generale, una sola tra- 
sformazione infinitesimale conforme, nel caso c) ammettono piu di due 
trasformazioni infinitesimali conform!, ed intine nel caso d) ne ammet- 
tono soltanto due]. 

Non ammettono trasformazioni infinitesimali conformi , o Tarn- 
mettono insieme ad altre, le geodetiche tracciate ^ 
t) sulle superficie il cui elemento lineare i : 

d5^ = {a + u^v^)du^dv^, 

f) sulle superficie il cui elemento lineare ha la forma osservata per la 
prima volta da Liouville, cioi: 

ds^ = [9i^x + t',) + + K — v^)'\du^ dv, , 

nel caso e) al valore a = o corrispondono superficie sviluppabili appar- 
tenenti contemporaneamente alia I ed alia II classe; al valore a = i 
corrisponde una famiglia di superficie reali appartenente alia II classe sola- 
mente; per ogni altro valore di a ottengonsi &miglie di superficie ap- 
partenenti contemporaneamente alia I, alia II ed alia Id classe; 
nel caso /) si hanno superficie appartenenti o alia III classe solamente 
come p. es. quelle il cui elemento lineare ha la forma : 

ds^ = I r? ; — \ T? N" I du.dv. , 

|_ cos* (a J + vj cos (tt, — 1/ J J * * 

owero alia III classe ed alia I, o alia U , contemporaneamente, e tra 
queste ve ne ha appartenenti in pid di un modo alia III classe come 
quelle il cui elemento lineare ha la forma: 

ds* — -7 1 rr + -7 xT \dujv^ A, B costanti, 

le quali vi appartengono in doppio modo. 
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ffl. 

7. SupERFiaE sviLUPPABiu. — Scriviaoio le equozioni dl una retta 
dello spazio, riferita ad un sistema di coordinate cartesiane ortogonaliy 
esprimendo le coordinate x, y^ ;^ di ciascun punto della retta in fun- 
zLone di un parametro u^ si hanno cosi le 

Se era le V^ , W^ sono funzioni date di altro parametro v , le 
equazioni (20) rappresentano una superficie rigata i cui punti vengono 
tiferiti al sistema di coordinate curvilinee u^ v tracciato suUa super- 
ficie; le curve v = cost, sono evidentemente le generatrici stesse della 
^uper6cie ; suppongasi inoltre che le curve u = cost, siano trajettorie 
ortogonalt delle generatrici e che il parametro u indichi una lunghezza 
f^ttsktx sopra ciascuna generatrice a partire dalla curva fissa n = 0, al- 
fofa, dicendo V[, JV. le derivate delle funzioni F., W. rispetto a v, 
^ osservando c(ie in causa della natura del sistema di coordinate scelto 
«ev^ avcrsi £ = i, F = o^ si trova 

2^,r.= i. ^F,fr,=o, 1=1.2.3. 

Se inoltre It y^y IV' sono tali da soddis&re alle relazioni 

F' V V I 

W'~ W'^—W^— V 

U Superficie h sviluppabile e si ha: 



onde relemento iineare di essa e: 

de — du* + (u — ^>yy^F',^,dv' 



»=i, 2, 3, 
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la qual fornia deU'eleniento lineare mostra che le z; = cost, sono geo- 
detichc della superficie. Scrivendo nelle F] invece di v una certa fun- 
zione di v, <f(v), si pu6 con una semplice quadratura determinarc (f(v) 
in modo da essere soddisfatta la 



basta percio porrc 



V =j"l/j r> r; d^ , 



allora I'elemento lineare della superBcie prende la forma : 

ds' = dtt' + {u — ^,ydv\ 

9 

Osservando che il 2° meinbro di questa espressionc si pu6 scriverc 

[dii + i{ii — v)rft;][J/* — i(m — '*)dy] , 
cerchiamo un fattorc integrante della equazione del i*^ ordine 

(21) du + /(" — v) Jv = 0. 

L'equazione difFerenziale (21) ammette la trasformazione intini- 
tesimale 

se 1?^ £> sono funzioni di n e di v soddisfacenti alia condizione 



a .. "\: . d-. 



i(u — v)w + r , . i(u — v)« + ir 
du ov 

cio^ alia 
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Pongasi 

^{y) ^ ^ t{u — v) 



allora la (22) diventa 






onde integrando 

+ (t;) = r, 

cioi Tequazione diiFerenziale (21) animctte la trosformazionc infini- 
tesimale 

i(m — v) 

cd il corrispondente fettore integrante 6 e'" , quindi ^"'^ 6 il fattore 
integraoce delia 

du — i(ti — ^)dv :=z o. 

Volendo ora riferire i punti dclla superficie ad un sistema di coor- 
dinate simmetriche m,, v, si porri 

I A(u;)du^= [du + i(u — y)dv]e''' 

f B(v;)dv^ = [du — i(u — ^f)dv]e-'\ 

in virrii delie quail Telemcnto lineare della superficie prende la forma 
data sopra (6, a) cio6 

ds' = A(u;)B(v^)du^dv, 

s 

e le relazioni tra le coordinate u, v ed u^ y v^ si ottengono integrando 
le (23); esse sono quindi 

(Adu^z=:He*'' — if^e'"dv 
Kind. Ore. MaUm.^ t. Ill, parte I^— Sumpato I'S inaggio 1889. 13. 
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fsdv^ = tic"' + ifve"'dv. 
L'equazione (9) da doversi integrare ^ nel caso in esame, 

4 dO^ de^_ _ 

ed il sisteoia di equazioni differenziali ordinarie che ad essa corri- 
sponde ^ : 

dp dq du^ dv^ 

-aP^ £-/>? ^ ^ 

dove p z= ^r— . q -=: ^ — , si trova facilmente 



db a , db B ... 

r:r— = — ^ , -^r— ■:=, — , a, costante arbitrana 
dti. 2 ' av, 2a 



c per6 requazionc dollo curve parallelc della superficie, csprcssa nclle 
coordinate n^ , v^ y c 



r 

b = ^fAdn+ — fBdv^ = 
2j ' 2aJ ' 



cost. 



Nel sistenia di coordinate u, v^ in virtu della nota relazione 



e- *' = cosv it iscnv , 



la stessa equazione diventa : 



6=i[ a-f--^! wcosz;+ 1 vsQVwdv I H — fa j «seniA — j ^cosvdv l=:cost. 

Pongasi 

a + - = 2 is segue fl — - = 2i\/i — Jk* 
a ' o a ^ 
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ed affinchi Telemento lineare db di una certa geodetica sia reale la 
costantc k devc scegliersi in niodo da aversi i — F > o, si puo quindi 
porre i = cosa e I'equazione delle curve parallele diventa 

= ucos(y -f a) + I vsen(x; + a)dv -=: cost. 

dove la costante a puo essere positiva o negativa. 
Pcrtanto Tequazione delle geodetiche c : 



ft -^^ -.' 



cio^ 



usQn(v + a) — J vcos(t; + (x)du =: a'. 



Sc w c Tangolo che fli nel punto (//, v) la geodetica (a, a') data 
sulia superficie con la generatrice passante per quel punto, si trova 

tango) -f- tang(t' + a) = 0. 

Come csempi di superficie sviluppabili considereremo le superficie 
coniche e le superficie cilindriche. 

Superficie coniche. — Supponendo che il verticc della superficie sia 
Torigine delle coordinate cartesiane, detto v Tangolo che una genera- 
trice fa con I'asse delle ;^ e w Tangolo che un piano passante per lo 
stesso asse fe col piano ^a*, Tequazione v=: cost., per un valore assc- 
gnato alia costante, rappresenteri utw generatrice della superficie allo- 
raquando w sia funzione data di Vy in tal caso risolvendo I'equazione 
w = cost, si otterranno tutte le intersezioni ^ real! o imaginarie , del 
piano considerato con la superficie; pertanto le equazioni della super- 
ficie sono : 

X = ttsenvcosti/, y = /^sent/sen tc, ;( = wcosx; 

dove n indica un'segmento di generatrice misurato a partire dal ver- 
tice, il sistema di coordinate curvilinee sulla superficie b formato dalle 
generatrici v = cost, c dalle intersezioni u = cost, di sfcre aventi i centri 
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nel vertice del cono con la superficie data. L'elemcato lineare della 
superficie ha la forma : 

ponendo 



j/i +sen*z;^j^j dv = dv. 



esso diventa : 

ds^ = du' '\'U'dv\ 

che i della forma trovata sopra ove si ponga v = o, quindi Tequazione 
delle curve parallele i 

6 = 1* cos (v^ + a) = cost. 

e qiiella delle geodetiche 6 

u sen (v^ + a) = a' ; 

ponendo in quest'ultima per z/^ la sua espressione in funzione di v 
essa diventa: 

rtsen I J/dv* + sen*z/dtt/* + al =/i'. 

Se w i Tangolo fotto dalla geodetica (a, a!") nel punto (u, v) con 
la generatrice che ivi passa si ha : 

tang 0) + ^angj i ^dv" + stn^vdw^ -f a I = o. 

Pel cono di rotazione Tangolo v ha un valore costante ^ quindi 
dv ^o ^ per6 si ha : 

equazione delle geodetiche u sen («/ sen p + a) = a! 

angolo CO tangw + tang («; sen p -{- a) = o. 
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Superfidi cUindrkhe, — Data una superficie cilindrica si pu6 sempre 
supporre che le generatrici della stcssa fjsscro parallele all'asse delle x 
di un sistema cartesianoortogonale, onde, se :j = F(j) 4 Tequazione 
ddia tracda del cilindro sul piano y:^, indicando con ii una lunghezza 
contata sulle generatrici a partire dal piano y^; e con v la distanza di 
un punto della traccia dall'asse delle ;^, la superficie verri^ rappresentata 
dalle equazioni 

Le curve v = cost, sono generatrici della superficie ottenute per 
^ezro deirintersezioue dei piani y = cost., ^ = cost.; le curve u = cost. 
50D0 trajettorie ortogonali delle generatrici cio6 sezioni rette della su- 
P^cie. L'clemento lineare, come i facile verificare, ha la forma : 



cioi • 



ovc ^i i posto 



'^'='-' + [^--i^'y-' 



ds* = du' + dv'- 



/77(^'dv = dv'. 



Scrivendo 



du + idv^ = du^ , du — idv' = dv^ 
si trova 

ds' = du.dv. . 



I — 1 



Pertanto I'equazione che devesi integrare e la 



do do 



4577, d^,-^=^' 



es^ucndo Tintegrazione trovasi facilmente 

d6 a d6 I 

du^ 2 * 3z^, 2a ' 



102 M. L. ALBEGGIAKI. 

segue quindi che Tcquazione delle curve parallele espressa nelle coor- 
dinate Uy v' h 

^^ku — \/i — k^v' = cost., 
dovendo pero Tarco di geodetica essere reale si porri k = cos a onde si ha 

6 ^ w cos a — v' sen a = cost. 

e pero Tequazione delle geodetiche nelle primitive coordinate ^ : 

w sen a + cosaj |/i + ^^ dv = a'. 

Riguardo all'angolo w fatto nel punto (u, v) dalla geodetica (a, a') 
con la generatrice che passa per quel punto si trova : 

tango) + tang a = o. 

8. SupERFiciE DI RivoLUZiONE. — L'asse jj di un sistema cartesiano- 
ortogonale sia I'asse della superficie, dicasi u la distanza di un punto 
del meridiano dall'asse e v I'angolo che il piano del meridiano fa col 
piano ;(x, allora le equazioni della superficie sono 

X = ucosv , y =zu sen V ^ ;j = F(u), 

Le curve u =: cost, sono i paralleli della superficie e le curve 
V = cost, ne sono i meridiani. L'elemento lineare ^ espresso dalla : 

Pongasi : 



[/■+(?;)■■'"= ■'"■ 



allora sari m* funzione di u' cioi w* = 9(a') c Telemento lineare prende 
la forma 
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Sia (tt, , v^ un sistema di coordinate simraetriche; si trasforme- 
ranno Ic coordinate u\ v' nelle «, , v^ merci le relazioni : 



(24) 



I 
2 



jy^ [I/9 dv — idti^] = dv, , 



dalle quali si trova senza difficoltd : 

1-7=: =zd(u^ — v^ , ondc imegrando w, — ^i = 1 r7=" > 

inoltre, poichi w' i funzione di w, — ^, ^ si ha : 

d^* = — ^^dn^dv^ = i|>(w, — v^du^dv^ , 

che i una delle forme deU'elemento lineare di una superficie gii con- 
siderate dal sig. Lie. Pertanto Tequazione (9) diventa la 

4 do de 

—7 — r- 5— 5 1=0, 

procedendo all'intcgrazione di questa cquazione col metodo sopra ado- 
perato si trova : 

do , de . . do ao 4> 

3 [- -5— = 2 a , inoltre -^r— -^— =z — 

aw, dv^ du^ di/, 4 

e per6: 



d 
d 



<*« r 4 dv, y 4 



quindi Tequazionc delle curve parallele ^ la 



e = a(u, + V,) + J f/fl' - * d(u, - V,) = cost. 
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Ora dalle (24) si ha d(u^ + z;,) = -^ cio6 w, + v, = ^ e 

per la realti deirarco 6 dovendo supporre la costante a puramente ima- 
ginaria, si rrova facilmente per requazionc delle curve parallele, nclle 
primitive coordinate u, v: 



e per I'equazione delle geodetiche : 



cost. 



(26) ae [ V ^ "^ V^^J i^ 

da J \/u' — a' '* 

Infine pel solito angolo w fatto dalla geodetica (a, a') con una 
linea v = cost, si trova : 

tang 0) = J: 

y n — a 

ed ancora 



a 

sen CO = — 

ti 



la quale ultima relazione contiene un noto teorema di Clairaut. 

Alisseide. — Fra le superficie di rivoluzione, a parte quelle del 2" or- 
dine per le quali le ricerche riguardanti le loro geodetiche trovano com- 
piuto svolgimento nella bella analisi che ne fa il sig, Halphen nel 
t. II, deiropera di lui, Traiii des fonctions elliptiques ecc, merita poi 
speciale menzione quella generata dalla rotazione di una catenaria attorno 
alia sua base, che c pure I'asse ;^ di un sistema cartesiano-ortogonale; sif- 
fatta suptrncie vien detta pcrci6 catenoide ed anche aUsseidCy essa i Tunica 
superficie ad area minima^ o semplicemente superficie minima, di rivolu- 
zione, vale a dire superficie tale che in ciascuu punto della stessrPi raggi 
principali di curvatura sono eguali e di segno contrario. Chiamando u la 
distanza di un punto del meridiano dall'asse , Tequazione della cate- 
naria h : 

(27) u = jl^e * + e * j; 
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da questa e dalla ideDtid e^ ,c '' = i si trova 

A _ u + y^^-TF -I _ „ - 1/»' - y 
^^ 

onde 

Derivando la (27) rispetto ad w, fatto :v; = F(u\ si oitiene : 



^ \duj u' — b' 



da cui, introducendo una nuova variabile u', 



/^+(^y'^'*=p?=^=''"' 



ed intearando si ha : 



'n 



«* = «" + A' , 

e per6 la forma deU'elemento lineare della superficie h: 



u* 



ds* = , _ ,J u^ + n'dv' = du" + («'' + b')dv\ 

Tenuta presente I'equazione trovata (26) e facendo le opportune 

sostituzioni, tutte le possibili geodetiche della superQcie veagono lap- 

presentate dalla 

C du 

V — a\ . . — = a, 

J |/(«' — fl')("* — *') 
e le loro trajettorie ortogonali , avuto riguardo alia (2j), dalla 



9 = Wtf + I , ■ ^ ^ r ^ 



cost. 
Rind. Grc. MaUm,^ t. Ill, parte i\— Sumpato TS maggio 1889. 14. 
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Grintegrali che entrano nellc due ultime equazioni essendo ellittici, 
I'integrazione puo avere effetto per funzioni ellittiche, a tal uopo osser- 
viamo che il polinomio il quale trovasi sottoposto al segno radicale si 
riduce del 3° grado ponendo w* = ^, e poich^ cosi facendo le radici 
del polinomio risultante sono o, a'^ i*, facendo la sostituzione 

u = pm + - =pw — e^ , (*) 

si ottiene un polinomio del 3° grado in piu il quale, a meno del fat- 
tore 4, coincide con p'^tUy si hanno pertanto le relazioni : 

u — a = pm H =pm — Co,, 

u -b =ptu -^ =ptu — (^, 

2 udu =z p'mdta, 

onde, sostituendo ed integrando, si trova per Tcquazionc delle curve 
parallele deiralisseidc : 

^ =z av — ^0^0 — ^a'^^ = ^ost. 
c per Tequazione dclle sue geodetiche : 

V — am =: a' , 

Uy a! sono costanti arbitrarie ed e^ ^ funzione di a. Nelle nuove quan- 
titi Telemento lineare viene espresso dalla : 

ds^ = {pm — c^)(pm — e^)dm'^ + (pm — e^)dv* 



(•) Per le fomiuie , qui eJ in seguito adoperate , riguardanti funzioni ellittiche, 
veggasi il 1. 1 deiriutcrcssante opera del sig. H a 1 p h e n , TraiU des fonctions tlliptiqtus 
el de leurs applicaUons, La funzione i (ui) coincide con la funzione ^ (m) studiata dal 
sudetto Autore nell'opcra citau. 
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e Tangolo no formato ncl punto (w, v) dalla gcodetica (a, a') e dalla 
curva V = cost, passanti per quel punto c dato dalla : 



tanga) = . 

ypui —e^ 

Se V = cost, i una curva rcalc, per assicurare la roalta della geo 
dedca e del suo arco deve esscrc 



a* < i' < /<' ovvero /»*<«' < /r. 

Snperjicic a curvatura costantc. — Fra le superticie di rivoluzione 
occorre consideramc ancora talune le quali sono n curvatura costante, 
positiva o negativa. Indichisi, come c solito farsi, con K la quantity 
che serve a misurare la curyatura totalc di una superlicie in un suo punto, 
supposto I'elemento lineare della superlicie espresso in un sistema di 
coordinate simmetriche per mezzo della 

la quantita A'' vien data dalla formula 

(28) K = -L^'^ 

la quale (acilmente si trae dalla formula generale facendovi i:'j=Gj=o(*). 
Ora supponghiamo che Telemento lineare della superficie scritto in una 
fomia analoga ad altra determinata dal sig. Lie, ma piu generale, sia 

ds' = ±4bXu^-vTJti,div, 



(•) Cfr. in proposito B i a n c h i , I. c. pag. 1 }> cJ anchc J o a c h i m s t h a 1 , 
Anwendung der Diff.-u, InUgralreclmung, ccc. 2. Auflagc, 1881, pag. 10} , 
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£icendo uso della (28), pel valore di K s! trova 



K = z 



m+a 



-2bt(u^—v,) 

ove i segni si corrispondono. Pertanto K sar^ costante cio^ indipen- 
dente da », , v^ quando m -{- 2 =o cio^ quando m = — 2, allora ^ 

e* propriamente 

K= + p se rf J* = + 4i'(tt; - vX'du, dv, , 

K:=z— -yi se ds* = — 4t*(«, — w,)-*da, rfz», , 
nel primo di questi casi 6 in particolare if = + 4 se 

la quale forma deU'eleniento lineare apparisce tra quelle determinate 
dal sig. Lie. 

Lasciando per ora da parte il caso delle superficie a curvatura co- 
stante positiva, fermiamoci a considerare quello delle superficie a cur- 
vatura costante negativa. Per queste superficie adunque I'elemento li- 
neare k\ 

ds^=: — 7—^^ Ti du.dv, 

cio6 della forma 

* 

(29) dj* = *(Wj — v^du^dv, . 

Intanto ponendo 

2bdu,=dv" + idu^' , 2bdv, = dv'^ — idu'^ 
si trova 

4 A»dtt, dv, = du'^' + dv"' , — h\u, — vy = u"' , 
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e per6: 



poDgasi 



si ha 






—77- = — duy d'l/'^zdVy 
u 



ds' = b\du' + e''dv'). 



Se si pone in questa 

bdu^i du! , bdv=zdv' 
si ha 



2-r 



(30) ds' = du" + e^dv'\ 

Le forme (29), (30) deirelemento lineare, paragonate con quelle 
trovate a pag. 23 , 24, niostrano, che la superficie considerata potrebbe 
essere applicabile sopra superficie di rivoluzione, essa per vero k la su- 
perficie generata daU'evolvente della catenaria (27) che ruota attomo al 
sue asintoto il quale coincide con la base della catenaria, siffatta curva 
si chiama trattrice, essa gode della proprietfi che la porzione di tangente 
in un punto della curva , compresa fra il punto di contatto e V asin- 
toto , & costante per ogni punto della curva, ed eguale al parametro b 
della catenaria, dicesi perci6 anche curva.dalle langenti eguali. Come la sfera 
i la pifi semplice forma di superficie a curvatura costante positiva, cosi la 
superficie che qui si considera & la pi6 elementare tra quelle a curvatura 
costante negativa e prende il nome di psetdosfera. Essa appartiene al 
tipo di superficie pseudosferiche deiio parabolico, vi hanno altri due tipi 
di siflEitte superficie, cioi le superficie di tipo ellittico il cui elemento 
lineare ha la forma : 



Jj* = **rda* + (^ ^ - ^ " )'^^']> 



le superficie di tipo iptrbolico il cui elemento lineare ha la forma 



(i5* = ATdtt*+ (^-^^L±L\iA 
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Per ulteriori particolari riguardanti le superficie pseudosferiche ve 
gasi il corso di Geometria differen:(tale del pr5f. B i a n c h i non che Top 
ra pill volte citata del sig. Darboux. 

Frattanto, fecendo uso di formolc trovate per le superficie di re 
tazione si ottieae senza difficolti requazione in termini finiti delle cur\^ 
parallele tracciate suUa pseudosfera ed anche I'equazione delle sue gea 
detiche, esse sono : 

curve parallele : ^ =z av + i --irl^b^e^' — a^du = cost. 

curve geodetiche : ^ — W e^/ b^'^—a^ ~ ^'' 
Eseguendo le integrazioni si trova : 



e = flv + J log {be'* + yb'e'" — a'} — I, Vb^e'^-^a' = 



cost. 



y y be — a =a . 



ae 



In modo analogo si possono trattare gii altri due tipi di super 
(icie pseudosferiche; ponendo poi 



sen iw=:/, o pure cos*iw=:/ 
si perviene in entrambi i casi ad integrali della forma 

r ^i - f___^L__ 

J Vae -\-bt + c ' J /l/aTTTT+T ' 

9. Elicoidi. — Una superficie elicoide deve intendersi generata d; 
moto elicoidale di una curva attorno ad un asse, vale a dire da ur 
curva i cui punii s'imaginano legati ad un punto mobile sopra di un'elic 
tracciata sulla superficie di un cilindro di rotazione avente per ass 
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quello (leirelicoide. CliiamaaJo aJunque meridiano o projilo nieridiano la 
curva incersezione della siiperiicie con un piano passante per I'asse, in un 
certo istante del movimento, puo intendersi gcncrata Telicoide col moto 
elicoidale del suo prolilo, ed allora niantcnendo le notazioni adoperate 
nel case delle superficie di rivoluzionc, indicando con /; il passo ridotto 
deirelicoidcy vale a dire il rapporto tra la velociti del moto di trasla- 
zione e quella del moto di rotazione, le equazloni della superficie sono : 

X = u cos V, V = H sen t', ;j = F(«) + ^^v- 

L'elemento lineare di cssa presentasi della forma: 

ds' = [i + (^)*] dii' + 2 /; ^^dudv + {u' + V)dv' , 
owero ponendo: 

poichi allora m* + // = (p(tt'), si ha: 

ds' = du'' + ff {u^)dv^' 

che 4 la forma dell'elemento lineare delle superficic di rivoluzione, h 
noto in&tti che le elicoidi sono superficie applicabili sopra quelle. 
£ &cile ricavare le espressioni di «, Vy F(ii) per le «', v', veggasi in 
proposito il t. I dell'opera citata di Darboux, pag. 91. Servendosi 
delle formule trovatc pel caso delle superficie di rivoluzione e facendo 
le opportune sostituzioni si trovano tacilmente le equazioni delle geo- 
detiche cracciate suUa superficie e delle loro trajettorie ortogonali, equa- 
zioni che per breviti si tralasciano di scrivere. 

Se :5; = cost. per tutti i punti del profilo meridiano, allora Pelicoide 

dF 
generata c Velicoide gobba a piano direttorcy in tal caso 6 j— = 0, posto 

hz=zb si trova : 

ds' = du' + {u'+ b') dv" 
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« 

che 4 la forma deirelemento lineare deiralisseide, cioi relicoide gobba 
a piano direttore 6 applicabile suiralisseide, dices! perci6 anche elicoide 
rigata ad ana minima, 

10. Paraboloide. — £ noto che per ogni punto dello spazio passano 
tre paraboloid! confocali, di*cui due sono paraboloid! ellittici ed !1 terzo 
k un paraboloide iperbolico, le loro equazioni sono : 

? + p + ^^ = °' 



a 



(30 ^-»^Ia + i^x+^^ + ^ = ^> 



+ aT^— - + 2? + (A = 0. 



a^ — \L b* — [A 
Risolvendo queste equazioni rispetto ad x, y, ;j si trova 

c^ — b' 

^ ~ P — a* 

2;?: = (fl' + i')-(>. + f.) 

Le equazioni \ = cost. , ^ = cost rappresentano due sistemi di 
curve tracciate sulia superficie la cui equazione k la prima delle (31), 
e propriamente rappresentano le linee di curvatura di questa superficie. 

Calcolando i coefficienti che entrano nell'espressione deU'elemento 
lineare della superficie si trova: 

4^-(«'-:^)(i'->)' ^-°' 4^-(fl'_^)(i>_^)' 
onde Telemento lineare delta superficie ha la forma : 
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Posto 
respressione dell'clemento lineare divc^a dcUa forma 

J.' = [9(«)-^- .;(?)](</«= -I- ./;-/) 

chc & quella considerata da Liouville. 

Pertanto ncl caso in esame Tequazione differenziale aO = i c: 

Adoperando i procedimenti soliti per venire alia sua integrazione, 
si trova: 






f^) • 



Perci6 Tequazione in termini finiti delle curve parallcle tracciate 
sulla superficie £ la : 

(3i) 



-/ 



l/Kfl'-(^)(*'-|t)(c' + i*) 



:= cost. 



c quella dclle geodctiche , loro trajeitorie ortogonali , 6 la -^ -=, c\ 
cio4 la : 

(33) r ^^ -nf t^^^t^ ^/ 

Kind. Ore. Matem.y t. Ill, parte I^— Stampato il 9 maggio 18S9. 15. 
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Grintegrali contenuti in queste eqiiazioni sono ellittici, cseguiremo 
qulndi le integrazioni indicate per mezzo delle funzioni ellittiche. 
A tale uopo si ponga 



T* 



^ pu — ptu* 



(jpM—t^yjpu—pwy 



da esse relazioni si trae 



2 2 2 






^« — P'^ ^ — P^ pui — e^ 

(^ — Pf«)(e?a — pw)* 

in queste formule t* h un fattore costante, pu, piu sono funzioni degli 
argomenti «, w/; ^a> ^> ^ sono le radici della equazione di 3°grado: 

4^'—g.t — g,^o. 

Dicasi i? il polinomio di 4^ grado in \ contenuto nei denomina- 
tori delle (32), (33), conoscendo le radici della equazione i?=:o, pren- 
dendole in ordine crescente o decrescente che sia, sar4 noto il valore 

del loro rapporto doppio vale a dire Tinvariante assoluto |i o il mo- 
dulo k delle funzioni ellittiche che si adoperano ; inoltre la relazione 



0* _pw — ^ 



a* — A* ^« — ^ 



permette di determinare m. 



'*/// 
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Ora, sostituendo in R le nuovc espressioni dci fattori die lo com- 
pongono, si ha: 

(P w — P w/)* J J p m — t', (j) // — J) my y 
e per6 

^^^ VR ■^(.pw/— tg(j)/^ — j)r/0' 

ma si ha : 

r 

~^^^* = ^(m + ///) — ^(/< — ///) — 21 (///) (*) 



onde 

inoltre si ha: 



= = ± ^(" + "0 — ^(" — ^'0 — 2^0/0l'« ; 



pn — gy _ piu — f^ 



(j) /^ — J) /«)* (p n — J) ///)' p u — p /« 
quindi : 

e ponendo 



p"tu(pui — c^) — p"ia _^ 
p'tu(pm — e^) 



si ha: 



(*) Per le formule che qui abbisogau richiamarc cfr.l'opera citata del sig. H a 1 p h e n 
t. I, pag. 204, 205; la funzionc i qui adopcrata deve iiitendcrsi identica alia funzionc 

^ usata dal sig. H al p h e n. 
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\(c' +X)d\ _ 

-yr - 

di tal che, integrando, Tequazione delle curve parallele diventa, dopo 
facili trasformazioni . 



^-^(«+««)-?(»-»^)+»»/>(«") 



L<j(tt — w) J 

L<i(x^--f//) J 

dove C i la costante arbitraria e z^ 6 un argomenio corrispondentc al 
parametro (a. 
Pongasi 

— > — ^ e ^(^ = <p (m, m/), - -^^ ^ e^^^ = — 9 (tf, — ///) 



audui • ^ ' atiatu 



dove 9(1*, M/) , 9(/^, — ///) sono quindi funzioni di 2* specie, allora 
Tequazlone precedente diventa : 

Operando in modo analogo servcndosi dell'espressione trovata di 
per Tequazione delle geodetiche si ha : 
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Le espressioni che danno le coordinate di un punto della superficie 
per mezzo degli argomenti u, v sono : 

fl* ~ r, — fp AT <i(m + tu) (t(w — ;//)(t(i' 4- ui)<s{y — ui) ' 

y T* /C^ <i(// + c«)p)q(/< — c»)|j)q(c; -|- u)3)q(z/ — 0)3) 

5* ^p — ^a -'^ ^0' + m)fs(n — til) a(v -^ tti)(j(v — tu) ' 

^ * L * ^'C'* + w)(i{u — tu) ' <s{y 4 n{)(s(y — /«) J 

* L ' q(t; + tu)a(v — /«) ' q(w + //i)q(tt — «/) J ' 

dove si i scritto : 



•^^ , i/= , . ', ,, K=- 



if, = HtT^ia^ q*to)p , /if J =: /if q^w, q'w^. 

Agrindici a, p, y si debbono dare i valori i, 2, 3; suppongansi, in ' 
ogni caso , le radici e^y e^, e^ scriite in ordine crescente e si cerchi 
dentro quale de' quattro intervalli 

(— «> . ^)» (^, > <^,)> (<^.. ^)> (^> + «>) 

possono variare le funzioni pu^ py, piu affinclii i punti della superficie 
abbiano coordinate reali, ed affinchc I'arco di geodetica sia reale. 

Osserviamo intanto che , in virtu delle poste relazioni , si puo 
scrivere 

x'= — A'(piu — e^)(e^ — e^)(pu — e^XVv — e^XP^ — P'«)0^ — P«0 

/ = — B'iptu — e^) (f p — <j,Xp« — ^pXj^ — ^^XP'* — P ^Xp^ — P^) 
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onde segue : 

x''+f = — (piuoopupv)[A^(pm — e^X'^a — ^^)(pt* — ea)(pv—e^) 

+ B^(pm — CaX^ — ^«)(P« — ^^)(P'^ — ^)] ; 

per essere quindi x, y reali debbono essere x*, v* positive e pero i 
rapporti doppi (ptuooCaef^), iptipvCg^e^ debbono avere segni contrari, 
inoltre per essere Telemento di arco di geodetica reale^ o ^0 reale, le 
funzioni pUy pvy piu debbono essere comprese fra intervalli tali delle 
radici i cui ranghi siano della stessa paritil. 
Supponghiamo da prima che abbiasi 

(pt«oo^«ep)>o, (pt*pt;^«^)<o 

allora piu deve essere estema alia coppia ^a> ^ ^^ 4"^^^ P^^ ^^^^ sepa- 
rare la coppia puy pv ed essere separata da essa^ quindi qualunque 
sia per essere la posizione della terza radice e^ : 

pv si troveri nel 2"* o nel 3° intervallo 

e pcr6 rispettiamente pu » »4°»»i'' » 

piu » » 4® » » i^ » 

ma in tal caso i fiittori di ^^ B* nella espressione che dk la somma 
^ + / saranno entrambi n^ativi quindi deve essere : 

(piuoopupv)>o 

cio^ piu esterna a pUy pv. 
Sia era 

(pmooe^e^Xo, (pupvCa^e^^o 

allora pia resta compresa fra 6^,^ e^ e sari nel 2° o nel 3** intarvallo; 
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saranno perci6 pu, pv entrambe comprese nel 4° o nel i** intervallo 
od anche entrambe comprese nel 2° o nel j** intervallo insieme a pwi, 
per^ i £u:ile vedere che ora i fattori di i4*, B* avranno entrambi se- 
gno positivo quindi deve essere 

(p>oopttpv)>o 

cio^ ptu deve essere compresa fra pw, pv, 

IJna pid minuta disamina dei van casi possibili riguardando pid 
^ vicino la natura della superficie e delle sue linee geodetiche, come 
ho dletto in principio, sari oggetto di altra Nota. 



Palermo, aprile 1889. 



M. L. A L B E G G I A K I. 



120 



SOLUTION DU PROBLfiME DE MALFATTI; 



par M. Ernest Lebon, 



prof, au Lycde Charlemagne, k Paris, 



r^dacteur du Bulletin scientifique. 



Adunan:^a del 24 fehhrajo 1889, 



HiSTORIQUE. 



I. Le problime consistant i inscrire a un triangle donni trois cercks, 
tels que chacun d'eux soit tangent aux deux autres et a deux c6tis du 
triangky est d6sign6 sous le nom de Probl£:me de Malfatti, parce que 
cet illustre giom^tre italien (mort en 1807) a, le premier , donni la 
construction des trois cercles dans son Memoria sopra un prohlema ste- 
reotomico, inshrt dans les Memorie di matematica e difisica delta Societh 
Italiana delle Scien:(e, tomo X, parte I, Modena, MDCCCIII. 

Ce remarquable problime a ensuite attiri rattention de plusieurs 
geomitres distinguis; mais aucun n'a donni de construction aussi simple 
que celle que propose Malfatti. Celle-ci derive immidiatement des 
formules qu'il a trouvies et qui donnent les valeurs de trois segments 
des c6t6s, chaque segment 6tant compris cntre un sommet et le point 
de contact avec le cercle tangent aux daux cdtis issus de ce sommet. 
Ces formules, qui sont, aux notations pris, celles auxquelles nous arri- 
vons par une analyse algibrique directe , ont iti posies a priori par 
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Malfatti^ et ensuite vhijiies par lui avcc les t'quations du problimc. 
Lc seul regret qu'il y ait i cxprinicr est que ce gcomitre ait priftri 
montrer que les valeurs qui cntrcnt dans cos fomiulcs vcrifient les 
equations du problcine, plutot que d'cxpliquor comment il avait trouvc 
ces valeurs. Nous pensons que c'esi pour cctte raison que de tris esti- 
mables recueils do problem cs ont prefcrc presenter la construction de 
Steiner, bien qu'elle soit longiie et <;;nipliiqucment peu exacte. (On 
trouvera cette construction dans les ThJorcnics ct Problmcs de Gio- 
mitric iUmcntaire, par Catalan, 2* ed. 1879). Notre solution directe 
et dlc'inentaire decidera, nous I'esperons, a faire adopter des formules 
dont Texpression est d'une simplicite extreme et dont la construction 
est d'une facilite et d'une exactitude graphiques tres remarquables. 

2. Signalons les principaux ecrits qui ont ete suggeris par le Mi- 
moire de Malfatti. 

Gergonne, dans ses Annalcs^ tome I, 1810-1811, arrive i une 
valeur tres compliquee du rayon de chacun des cercles clierches , et 
avoue qu'il ne peut par\cnir a en deduirc les formules de Malfatti. 
Dans le tome 11, 1811-1812, Gergonne annonce qu'il a re^u la tra- 
duction du travail de Malfatti; il est regrettable qu'il n'ai pas cru 
utile de la publier, car la verification de Malfatti est plus courte que 
celle que Gergonne propose pour la remplacer. Dans letomeX, 1819, 
Lechmutz donne une solution trigonometrique directe du problimc 
de Malfatti; mais , comme le foit remarquer Simons, « la lon- 
gueur excessive des calculs ne permct pas d'y retrouver un plan d'en- 
scmble ». D'ailleurs, Lechmutz , s'eiant attache i obtenir les expres- 
sions des rayons des trois cercles, arrive ;\ des formules moins simples 
que celles de Malfatti et d'une construction pdnible. 

Dans le tome I, 1826, du Journal dc Cr^//^, S t e i n e r donne une 
construction compliquee du probleme de M a 1 fa 1 1 i; dans le tome X, 1 83 3, 
Zornow dimontre cette construction. Dans le tome XLV , 1853 , 
Schellbach public une nouvelle verihcation des formules de Malfatti. 
Dans le tome LXXVI, 1873, Mertens montre que ces formules sont 
applicables au cas du triangle spherique. 

Un giomitre francais, qui s'est signale par de remarquables tra- 
vaux sur un grand nombre de questions importantes, Catalan, a eu 
Rind. Grc» MaUm,y t. Ill, parte I^^Stampato il 10 maggio 1S89. 16. 
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Ic bonheur de riduire notablement la solution de L e c h m u t z ; son travail 
est ins6r6 dans Ic tome V, 1845, des Nouvelks Annales de Mathimatiques, 

Simons , dans le Bulletin de VAcadimie de BelgiqiUy 1874, analyse 
les principaux travaux relatifs au probleme de Malfatti, et donne Ics 
rfesultats auxquels lui-mcme est parvenu. Mais il attribue i Malfatti 
des formules faisant connaitre les rayons des trois cercles cherches : 
c'est li une erreur qu'il importe de relever , parce qu'elle enlivc ;i 
Malfatti Thonneur d 'avoir trouv6 les formules les plus simples. 

Enfin, Pelletreau, dans le Compte rendu de la session de 1888 
de I' Association Fran^aise pour VAvancement des Sciences^ d^montre, par 
la gtom^trie analytique, que Ton pent obtenir les rayons de trois cercles 
tangents deux i deux et tangents chacun i deux c6tfa d'un triangle 
semblable au triangle propose, en determinant d'abord deux droites par 
la construction de rapports de lignes trigonomitriques et de troisi^mes 
proportionnelles. 

RisOLUTrON DIRECTE DU PROBLEME DE MALFATTI. 

3. Supposons le problime r6solu. 

Soient -(figure) : 

AS C un triangle donn^ ; 

A'y B\ C les centres des cercles cherch6s ; 

D ct Ey F et G, // et / les points de contact des cercles -4', B\ C 
avec les c6t& du triangle ; 

le centre du cercle inscrit au triangle; 

Py Qy K:\qs points de contact de ce cercle et des cotis BC, CAy AB. 

Appelons : 

Uy hy c les c6t& du triangle opposes aux angles Ay By C; 

p le demi-piriraitre du triangle; 

a, p, y les trois segments A D ou AE, BF ou B Gy CHou CI; 

«'> ?'> t' 1^*s rayons des cercles -4', B\ O inscrits aux angles^ 
Ay By C. 

La figure donne immMiatement les trois ^alitte suivantes: 

(A<) i = y + a + 72), 

( c = « + p -f EF. 
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Pour calculer G H, menons i B C la parallclc C J coupant B' G 
en /. Le triangle rectangle B'JC donnc 

cf = (^' -;- r'y - (?' - y')= , 

d'oii Ton tire 

(AO G//=2l/FY. 

On obtient de nicmc 
(P) ID = 2 l/yV, /:7^^ = 2 1/^. 

Les triangles seniblablos A 1) A' ct --/ (> O Jonncnt 

car on salt que A 0=^ p — '^ On irouvc Je incino 



(^) 



.&• _ r 



.■» 






;.-/, > 



Multipliant nicmbrc a niembrc Ics c<;;alitcs (2) ct (3)^ ct tenant 
compte de la relation coniiuc 

(0 r Vp = V(P-- ")(P ->)(/• - ." 

on obtient 

On trouvc de meme 
(5) Y'«'=^^Y«, a'p'=t^"ap. 
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Par suite des 6galit6s (iV), (P) et (R), (5), les trois Equations (M) 
deviennent 

(5) Y + «-^ + 2j/^*.l/f^ = o, 

(6) « + p_c + 2j/^-pi.|/ip:=o. 



En r&olvant ce systime d 'Equations simultances, on obtiendra les 
formules donnant les valeurs des trois segments a, p, y, et ensuire , 
au moyen des Equations (i), (2), (3), on aura les formules donuant 
les rayons a', p', y', 

Ayant remarqui que, si I'on pose 

la r&olutibn du systime d 'equations (4), (>). (6) est ramenie i celle 
d*un autre systime i trois inconnues, nous avons en Vidic de chercher 
la valeur d'un des bin6mes tels que (P + y). 

Or, les Equations (5) et (6) peuvent fitre considdrees comme 6iant 
des Equations du second degr^ dont Tinconnue est yoL ; appliquant 
la formule connue pour iliminer a, faisant les calculs en conser\'ant 
le bindme (P + y) , rempla^ant Py par la valeur que fournit Tciqua- 
tion (4), tenant compte des relations entre p et a, i, <:, on obtient , 
d'une mani^re simple et rapide, T^quation suivante: 

+ p V(P — vTiJ'^^c) = o. 

Puis, en diminant y^t entre les Equations (4) et (7) et en tenant 
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compte de la relation (0, on arrive d T^uation 

(7) (P + ry -2U>- r)(p + y) + a(b + r) _ 2^r = o, 

qui donne la valeur du binome (^ + y). 

n est facile, par analogic, d'^crire les Equations qui donnent ies 
valeurs des bin6mes (y + at) et (a + P). 

Pour qu'une racine de T^quation (7) convienne au cas de figure 
consid&'6; il faut qu'clle soit rcellc, positive ct infcricure i a, 

G)mme le rialisant de Tequation (7) est la quantitc positive 

les deux racines sont reclles Ulles sont positives, car leur somme et 
Icur produit sont positifs. La substitution dc a au binome (g + y) dans 
le premier membre de Tirquation (7) donne Ic rcsultat ncgatif 2 r(j — />): 
done Tune des racines est comprise entrc zero et j, Tautre est sup6- 
rieure i a. Par suite, la petite racine de I'iqnation (7) seule convient au 
cas de figure oil les cerclcs cbcrcbis sont intirieurs au triangle donni; 
(rappelons que M a 1 f a 1 1 i et tous les gcomitres qui ont publi6 des tra- 
vaux sur son problcme n'ont considerc que cc cas de figure.) 

4. Second cas de figure du problem c de Malfatti . — Pour inter- 
priter la seconde racine de Tequation (7) , nous avons consid6ri un 
cas de figure dans lequel la somme des segments situis sur un c6t6 
est plus grande que ce cdt6 ; nous avons eu d'abord les trois ^ua- 
tioris (i), (2), (3), et ensuitc trois equations, que nous disignerons 
par (4), , (5), , (6), , qui ne dilF^irent des equations (4), (5), (6) qu'en 
ce que le terme irrationnel a Ic signc — au lieu du signe + . L'ilimi- 
nation de a entre les equations (5), et (6), donne encore la r&ul- 

tante (7^. L'elimination de J/py entre les Equations (4), et (7^ donne 
r^uation 

(7). (P + y)* -^iP + r)(? -r y) -f fl(* + + 2/"- = . 

Pour qu'unc racine de I'equation (7), convienne au cas de figure 
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considiri, il faut qu'elle soit r^elle, positive, supirieure i a et infe- 
rieure k la distance (i + c) des points de contact des cercles ex-in- 
scrits aux angles B et C, 

Comme le r&ilisant de I'iquation (7), est la quantity positive 

(J>-ay + r', 

les deux racines sont rielles. Elles sont positives, car leur somme et 
leur produit sont positife. La substitution de a au bindme (? + y) 
dans le premier membre de Tequation (7)^ donne le r^sultat positif 
2r(J> — a): done a est extirieur aux racines , et comme a est plus 
petit que leur demi-somme (J> + r), les deux racines sont supirieures 
k a. L^. substitution du binome (h + c) au binome (P + y) dans le 
premier membre de I'^quation (7), donne le risultat n^gaiif 2r(p — b — c) : 
done l^une des racines est comprise entre a et (b + c) et Tautre est 
supirieure i (b -}- c). Par suite, la petite racine de I'dq nation (7), setde 
convient an cas de figure oh chaque cercle cherchl est tangent a deux cdtis 
du triangle et coupe le troisieme. 

5. Convention sur le signe de r. — On remarque que T^quation (7) 
devient Tiquation (7)^ si Ton y remplace r par — r; done la petite 
racine de liquation (7) convient au premier cas de figure en y donnant 
b r le signe -i- y et la grande racine de cette iquaiion convient au second 
cas de figure en y donnant ark signe — . 

6. Formules donnant les segments. — Les racines de I'iquation 

(7) sont 

(8) 'fi + y=p-r±a\ 

en remarquant que la quantity sous radical 6gale AD ou a'*. 
Par analogie, on pent icrire: 

(9) y + x=p — r±b', 

(10) a + p=/» — f ±<:'. • 
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En designant par a, , ^, , y, les valours dc a, P, v correspondant 
au premier cas de figure , ct par a, , [i, , y, , celles correspondant au 
second , mettant en evidence Ic signc de r, on trouve aiscment , au 
moyen des equations (8), (9), (10), les formules suivantes, ou toutes 
les lettres representent des quantitcs positives : 

pour le premier c.u Je figure : 

2 a, =p ^r -^ a' — h' — c\ 
(II) ^ 2%=p-r-^a' ^rb' ~c\ 

2y^=p-r — a' ^b' + c'; 

pour le secotui cas Je figure : 
2a, =/> + r — a' + b' + c\ 

(12) 2fi,=/> + r + fl'-i' + c', 

. 2y, =/> + r + fl' + /^' — c-'. 

7. Premiere construction des cerclcs chcrchcs, — EUe consiste sim* 
plement i construire la somnie dos ligncs atFccties du signe + , i en 
retrancher la somnie des ligiies atfcctccs du signe — ; la moitii de la 
difii^rence est un segment. Portant les segments sur les c6t6s, on a les 
points de contact des cercles cherchc; des pcrpendiculaires aux cdtis en 
ces points donnent leurs centres sur les bissectrices. Telle est , i peu 
prts, la construction si simple dc Malfatti. 

8. Seconde construction des cercles cherchis. — Considirant les for- 
mules (11) et (12), on voit que Ton peut ecrire 

r \ I uf a f —P + r + a' f i' + c' 

(13) fl' - a, = i' — p. = c' — y, = —^^ — ^ , 



(14) a^ + .. = l^^^. = c^ + y^=f'-^- ' + '[+'' + ' 
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Nous disignerons par p, et par p, les valeurs qui forment les der- 
niers mcmbres de ces 6galitis. 

D'aprcs ces cgalit^s, si Ton porte sur les bisscctrices du triangle, 
h partir de ses sommets, des distances respectivement cgales aux seg- 
ments ayant ces sommets pour origine, on ohticnt sur les bis'sectrices 
trois points ^, , 5, , C, situis sur un cercle de rayon p^ dans le premier 
cas de figure^ (cette construction a 6te signal6e par Simons;) ct trois 
points J^y 5, , Cj situ^s sur un cercle de rayon p^ dans le second cas de 
figure. 

Les deux cercles de rayons p, et p, ayant ete ddcrits, on obtient 
facilement les points de contact des cercles cherches avec les cotes. 

9. Valturs des segments en fonction des cdtis. — On peut trouver 
les valeurs des segments en fonction des c6t6s , car Ton connait la 
formule (Q) donnant r, ct on obtient ais<Jment les suivantes: 

m ,._ ^t:(p — fl) ,.._^^l(/> — /') ,,2_ai^(p — c) 
(I) a — ^ , p _ -^ , c _ — . 

10. Propriltis tiries des valeurs des segtnenls, — Des valeurs des 
segments dans les deux cas de, figure, on peut tirer diverses propriltis 
relatives i la figure form6e par le triangle donne et par les six cercles 
obtenus; voici quelques propriites remarquables : 

I- «^ + «, = ?. + P, = r. + ya=^ 

2° a, — a, = ^ — a' + b' + c\ etc. 

f «, - P, = — («, - p,) = «' - b', etc. 

4' «, + ?,- («. + P.) = 2(r + r'), etc. 

5** Les points de contact du cercle inscrit i un triangle ayant pour 
c6t6s les valeurs de (P, + y,), (y, + a,), (a, + p,), ou i un triangle 
ayant pour c6t6s les valeurs de (p, + y,), (y, + a,), (a, + p,), diter- 
minent sur les c6t6s des segments 6gaux i «, , P, , y, ou i a,, p, , y,. 
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Recherche des divers gas de figure du problj&me 

de malfatti. 

II. En cxaminant les positions relatives de trois ccrcles satisfaisant 
aux conditions de Tinonce du problv'ine de Malfatti , nous avons 
trouv^ les cas dc figure suivants : 

I. — Si les trois cercles sont tangents deux h deux exterieurement, 
I** les trois cercles sont dans le triangle donnc ; 2° chacun des trois 
cercles coupe le c6t6 auqucl il n'cst pas tangent; (ces deux cas sont 
ceux que nous venons de traiter;) 3" les trois cercles sont dans un 
m&ne angle du triangle et tous trois extcrieurs au triangle : il y a alors 
trois cas de figure; 4" les trois cercles sont dans un mime angle du 
triangle, deux itant tangents au c6te oppose a cet angle, Tautre coupant 
ce c6te : alors il y a encore trois cas de figure. Done le problime de 
Malfatti prcsente hiiit cas giniraux de figure lorsque les trois cercles 
sont tangents exterieurement. 

Les systemes d'equations relatifs aux six demiers cas sont analogues 
ii ceux des dtux premiers. 

n. — Si deux des cercles sont tangents exterieurement ct si le 
troisi^mc est intcrieur i I'un des precedents, il faut, pour que ce cercle 
soit tangent aux deux autres, que les trois cercles soient tangents au 
mfime point; alors, chaque cercle int6rieur est dans Tangle oppos6 par 
le sommet i chacun des angles du triangle. Le problime de Malfatti 
pr&ente alors six cas particiiliers de figure. 

L'une des trois equations du systime relatif i chacun de ces she 
cas de figure ne contient pas la racine du produit de deux inconnues. 
nL — Si deux des cercles sont tangents entre eux exterieurement 
et tangents int^rieurement i un troisiime cercle , il faut qu'alors les 
points de contact du plus grand cercle avec deux cotis du triangle 
soient les points de contact des deux petits cercles avec ces m6mes 
cotes; de plus, ou les deux petits ccrcles sont interieurs au triangle et 
tangents ^ un meme c6t6 quelconque: d'oi il r^sulte trois cas de figure; 
ou les deux petits cercles sont extirieurs au triangel ct tangents ^ un 
meme cdt6 quelconque: d'ou il resulte trois cas de figure. Le problime 
de Malfatti prisente alors six cas particuliers de figure. 

Rend, Circ, Matem,^ t. Ill, parte i*. — Stampato il 17 maggio 1889. 17, 
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Deux des trois equations du systime relatif h chacun de ces cas 
de figure ne contiennent pas la racine du produit de deux inconnues. 

IV. — Si les points de contact du grand cercle et des deux petits 
sont tous trois sur les trois c6t6s du triangle, les trois cercles se con- 
fondent, et on a pour solutions particulieres Ic cercle inscrit ct les trois 
cercles ex-inscrits au triangle. 



Paris, le 18 fevrier 1889. 



Ernest Lebok. 
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£TUDE 

D'UN DfiPLACEMENT PARTICULIER D'UNE FIGURE DE FORME INVARIABLE 
PAR DES PR0CED£S fiL^MENTAIRES ET PUREMENT GliOMfiTRIQUES; 

par M. le prof. A. Mannheim, ^ Paris. 



Adutumi^d del 10 mar^o iSSg. 



Dans mon travail Sur les trajcctoires dcs points d'nne droite mobile 
dans I'espace (*), j'ai d6montre que: Lorsque quatre points d'une droite 
mobile restent sur quatre plans donniSy un point quelconque de celte droite 
dicrit une ellipse. 

Je suis arrivi i ce thtoreme en faisant usage de quelques propo- 
sitions de giomitrie cinimatique. 

Certes, la dicouverte d'une vt*rit6 giomeirique constitue toujours 
un progrfes , quelle que soit la voie suivie pour .y parvenir. Mais , i 
c6t6 de ce progris, il y en a un autre d'ordre difKrent, qui consiste 
k d^montrer giomltriquement une virit6 g^omitrique, en ne recourant 
qu'au plus petit nombre possible de propri6t6s primordiales. 

Les demonstrations donn^cs par plusieurs geomitres du theorime 
que je viens de rappeler ne ripondent pas i cette idee. C'est pourquoi, 
le reprenant moi-m6me, j'ai entrepris Tessai suivant. 



(•) Comptes Rendtis de VAcadimie des Sciences de Paris , seances des 3 ct 10 
mars 1873, et Bulletin de la SocUU Matbimatique de France^ tome I, page 106. 
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En outre, j*ai r6uni dans le present travail quelques th6orimes qui 
se rattachent directement i celui <^nonce plus haut et j*ai termini en 
itudiant d'une fa^on purement geomitrique ce qui est relatif au dipla- 
cement d'une figure dont chacun des points dicrit une ellipse. 

§1- 

SUR LE DISPLACEMENT DANS L*£SPACE D*UNE DROITE 
DONT TOUS LES POINTS D^CRIVENT DES ELLIPSES. 

TflfeoRiME I. — On donne quatre plans (PJ," (P,), (P^), (PJ, et 
une droite D qui les rencontre aux points />, , />, , p^y p^ : d'un point 
quelconque de Vun des plans on pent mener une droite^ et une seule^ qui 
soit partagie par les plans donnis comme ceux-ci partagent D, 

Soit a^ un point quelconque de (P,). Menons un plan parnllele 
k (P,) et i une distance telle , qu'une droite arbitraire , issue de a^ , 
soit partagie par (P,) et ce plan parallile, en segments dont le rapport 

est ^al k ^^- Ce plan parallile k (PJ coupe (P^) suivant une droite. 

P1P4 
On obtient une droite analogue sur (P^) en operant avec (P^) comme 

nous venons de le faire avec (P^). 

Ces deux droites se coupent en un point a^ : la droite a^ a^ est la 
droite demandie et il risulte de sa construction qu'elle est unique. 

Pour simplifier le langage, je dirai que la droite a, a^ est propor- 
tiannelle h D tt que les points rt, , rt, , a^^ a^ 06 elle rencontre les 
plans donn6s sont des points correspondants. 

Remarque. — La droite proportionnelle a D qui passe par un point 
a I'infini sur Vun des plans est toute entiere a I'infini. 

THfeoaiME n. — Sur chacun des plans donnis les points corrcspon- 
dants aux points d'une droite arbitraire a^ b^ de Vun d'eux sont en li- 
gne droite. 

Des points a,, i, menons les droites^, a^, b^b^ proportionnelles 
i Z) et formons le quadrilatire gauche a^b^a^b^. Les droites a^b^^ a^b^ 
partagetn, comme Ton sait, en segments proportionnelf aux segments 
de D toutes les droites qui divisent proportionnellement les c6tis a^ b^ , 
a^b^i de 14 r&ulte le thtorime 6nonc^. 
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Je dirai que les droites a, b^ ^ a^^t, a^b^ , a^b^ sont correspondanits. 

THtotiliE in. — On construit dcs droites proportionntlles a D ei 
Ton prend sur chacunt de ces droites k point homologue h un point arbi- 
traire p^ de D: tous ces points appartiennent a un mitne plan (P^). 

n rtbulte de b demonstration du thtor^ie pr^&lent, que les points 
homologues de /)^, sur les droites proportionnelles k D qui s'appuient 
sor a, b^ , appartiennent k une droite a^b^. On peut dire la m£me chose 
pour routes les droites issues de />, qui s'appuient sur a^b^. On obtient 
ainsi des droites partant de />^ ct qui s'appuient sur a^b^, Le lieu de 
CCS droites est un plan (P^) qui contient d'apres cela Thomologue dcp^ 
pris sur une droite quelconque proportionnelle i D, 

Par chacun des points de D passe un plan lel que (P^). Je dirai 
que tous ces plans appartiennent au systcme des quatre plans donnis. 

Remarque. — Du tlieor^ime II ri^sulte qu'i une droite de I'un des 
plans du systeme correspond une droite sur tous les autres. 

Th^or^me rV. — Si I' on prend sur I'un des plans du systeme des 
droites convergentes en un point a distance finie ou injiniey il leur corre^ 
spond, sur tous les autres planSy des droites convergentes en un point a 
distance finie ou infinie. 

Ce thtorimc se demon tre immcdiatement en employant la droite 
proportionnelle i D qui passe par le point de convergence des droites 
donnies. 

THfeoREME V. — A une conique trade sur Vun des plans du systhne^ 
correspond une conique sur chacun des autres plans du systime. 

A une droite de Tun des plans du systime correspond une droite 
sur chacun des autres plans, par suite i une courbe d'un cenain ordre 
correspond une courbe de ce m^me ordre sur chacun des autres plans 
du syscfeme. En particulier, ceci est vrai pour une conique tracee sur 
Tun des plans du systime. 

THi&ORiME VI. — Si une conique C, trade sur (PJ est une ellipse^ 
les courbes correspondantes sont aussi des ellipses. 

Car C, n'ayant pas de point i Tinfini il en est de mSme sur les 
coniques correspondantes. 

Th6oreme Vn. — Les centres des coniques correspondantes C, , C, , 
Cj, sont des points correspondants . 

En efFet une tangente i C, a pour correspondantes des tangentes 
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aux coniques correspondantes C, , C^ , .... Deux tangentes i C, , qui 
sont paralliles, ont pour correspondantes, d'apr^s le th^orime IV, des 
tangentes paralliles pour chacune des ellipses correspondantes h C,. 
Par suite, les diamitres de contact de ces tangentes paralliles se cor- 
respondent et alors aussi les centres des ellipses correspondantes. 

Appliquons les th^orimes pricidents : prenons un ellipsoide (5) et 
coupons-le par un plan arbitraire (P). Appelons S la section ainsi ob- 
tenue. On salt que les normaks a (5) , dont les pieds sont les points 
de 5, sont partagies par (P) et les plans principaux de (5) en segments 
proportionnels , c'est-i-dire que ces normaks sont des droites propor- 
tionnelles. 

De ce que nous venons de dimontrer il risulte que : 

Les traces de ces normaks sur les plans principaux de (5) sont des 
ellipses^ que les centres de ces courbes sont sur une droite qui passe par 
le centre de S tx, enfin que cette droite des centres est proportionnelk aux 
normaks de (5). 

Prenons I'ellipsoide concentrique et homothitique i (5) qui est 
tangent i (P). Son point de cotitact avec (P) est, comme Ton sait, 
le centre de 5. La perpendiculaire i (P) 61ev6e de ce centre est la nor- 
male k cet ellipsoide Comme cette surface est homothitique i (5) cette 
normale est proportionnelle aux normales de (5), elle est alors la droite 
des centres des ellipses qui entrent dans le dernier inonci. On pent 
done completer celui-ci en disant : Cette droite des centres est perpendi- 
culaire au plan (P). 

Reprenons maintenant les plans du systirn^ et la droite D dont 
nous nous sommes servis d'abord. 

J'appelle droite igale k D une droite sur laquelle les plans du 
systime diierminent des segments egaux aux segments que ces plans 
d^tenninent sur D. 

TntoKbAE Vin. — Sur une droite arbitraire a^ i, de (P,) il ne peui y 
avoir que deux points par ksquels passent des droites igales a D. 
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Par fl, et b^ (fig. i) menons dcs droitcs proportionnelles k Z?, ; 
elles rencontrent (P,) en /;, rt l\. Par «, menons la droite a,/, igale 
et parallde i ^, ^|> puis menons la droite Ib^. Siir le plan bjb^ d£- 
crivons du point i^ comme centre une circonferencc ayant un rayon 
^al au s^ment compris sur D enirc (P,) et (P,). 




- - >t. 



/.'.-- «; 



fig. I. 

Cette circonferencc coupe lb, aux points g^ h; de cqs points menons 
jiw,, /;«, parallelement A j^/. Lcs points /z/^, w, , ou ces droites ren- 
contrent J, i, , appartiennenr aux droitcs egales demandces : I'une est 
»/,//!,, parallile a gb^y I'aulrc est ;/,«, parallelc i hb^, 

D'abord les segments in^tn^, n^n, sont egaux puisqu'ils sont re- 
spectivcment igaux aux segments egaux ^/;, , hb^\ cnsuite ils appar- 
tiennent i dcs droites proportionnelles \ D puisque ct^a^^ '''i^*a> ^x^^ 
itant paralliles au plan lb J) partagent ajy^ et aj\ en segments pro- 
portionnels. 

On voit ainsi que les droites egales qui s'appuient sur a^b^ sont 
les deux seules droites V«, m^ , «, w,. 

Remarques. — Lorsquc I'arc decrit du point b^ comme centre coupe 
/,i en deux points, il y a deux droites 6gales qui s'appuient sur a, i,. 
Mais si cet arc est tangent ;\ U\ il n'y a plus qu'une droite igale a, o, 
dont la longueur est cclle de la perpendiculaire abaiss6e de i, sur/i,. 
La droite o^o^ est alors, parmi les droites proportionnelles A D qui 
s'appuient sur a^ b^ , celle sur laquclle les plans du systime interceptent 
les plus petits segments. L'arc tangent i Ib^ touche cette droite au milieu 
de gh. De tout cela resultc que; 

La droite proporiionnellt li D qui s'appuie sur a^ A, et sur laqtulk 
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il y a Us plus petifs segments^ est la droiu o, o, qui joint Its milieux dts 
segments m^ n, , wi, w, diterminis sur h^ droiies correspondanles a^ b^ , a^ h^ 
par deux droites igales, Le segment o^ o, est Igal a la bissectrice du triangle 
isocHe gb^h, 

TnioRfeME IX. — Le lieu des points d'un plan du systeme d'oii par- 
tent des droites Igales est une ellipse E. 

Ce lieu est unc conique, puisque d'apris le th^orime precedent, 
une droite quelconque de ce plan ne le rencontre qu'en deux points. 
Cette conique est une ellipse^ car il ne pent y avoir de point i Tin- 
fini puisque d'un pareil point on ne pent mener une droite 6gale a une 
droite donn^e h, distance finie. 

Remarque. — On pent encore enoncer ainsi ce th^or^me: 

Si on diplace une droite de fa(on que quatre de ses points restent 
sur quatre plans donnis, tous ses points dlcrivcnt simultaniment des ellipses. 

Ces ellipses sont des courbes correspondantes i £* et en vertu du 
thiorime VII leurs centres sont en ligne droite. 

Nous avons ainsi retrouvi le thtorime rappele au commencement 
de ce travail en y ajoutant ce qui concerne la nature du lieu des centres 
des ellipses decrites. 

THfeoRiME X. — La droite O des centres des ellipses correspondantes 
a E esty parmi les droites proportionnelles a D, celle sur laquelle les seg- 
ments interceptis par les plans du systeme sont les plus pelits possibles (*), 

Avec une corde de direction arbitraire de Tellipse £, la corde de 
^ellipse correspondante sur (P,) et les droites 6gales qui riunissent les 
extr^mitfc de ces droites, on forme un quadrilatire gauche analogue au 
quadrilatire m^m^n^n^ de la figure i. 

D'apr^s ce que nous avons vu la droite proportionnelle k D qui 
s'appuie sur ces cordes, et sur laquelle il y a les plus petits segments, 
s'obtient en joignant par une droite les milieux de ces cordes. Pour 
chacune des cordes de E paralliles entr'elles on obtient ainsi une droite 
qui passe par le milieu de cette corde; toutes ces droites s'appuient 
sur le diamitre dont la direction est conjuguic de celle de ces cordes 
paralliles. 



(*) H a I p h e n. Bulletin de la SocUti Matbimatsqus de France, tome T, page 1 14. 
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On peut repiter pour cc dianiitre ce que je viens de dire pour 
one corde ct Ton trouvc ainsi que la droite proportionnelle i Z), sur 
laquelle les plans du systcme interccptcnt Ics plus petits segments , 
passe par le centre de /: et alors aussi par les centres des ellipses cor- 
respondantes i cette courbe. Lc thcorcmc se trouve ainsi demontre. 

THfeORfeME XI. — Lis dr cites c^alcsy qui s'appuient sur £", sont iga- 
kment inclinies sur la droite Jes centres dcs ellipses corrcspondantes a E. 

Supposons que ;//, w, (figure i) soient les extrimitfe d'un diamitre 
de E, Parmi les droites proportionnelles i D qui s'appuient sur ce dia- 
mitre celle sur laquelle il y a les plus petits segments est la droite o^ a, 
qui est egale, comme nous Tavons vu, i la bissectrice du triangle iso- 
cile gbj) dont les c6t<Js igaux sont paralliles i m^m^, «,;/,. Les droites 
i^ales nijfn^y «, w, sont alors cgalemcnt inclinees sur o^o^. Mais pour 
un autre diamitre de E on est toujours conduit i construire un triangle 
isocilc cgal i gbj) puisque les cotes de ce triangle doivent Ctrc igaux 
h m^m^y n^n^ et que la bissectrice doit ctre egale i o^o^. Ces triangles 
isociles etant 6gaux, le theorime est demontre. 

THioRiME XII. - La distance o, c), des centres des ellipses dicrites 
par les points ;//, , ;//, dUnie droite igak mobile est igale a la projection 
du segment m^ ;w, sur la droite O. 

Cela r&ulte de^ce que o^o^ est egal et parallile i la bissectrice du 
triangle isocile gb^h et que cette bissectrice est en meme temps la 
hauteur de ce triangle. 

TH^ORiME Xni. — Les points de deux droites proportionnelles a D 
qui se diplacent en restant chacune igale a elle-mime^ dicrivent sur chacun 
des plans donnis des ellipses concentriques et homothitiques (*). 

Quelle que soit la droite proportionnelle que Ton prenne comme 
droite 6gale mobile , on a toujours le meme centre pour les ellipses 
dicrites sur Tun des plans donnes parcc que ce point est, sur la droite 
unique 0, proportionnelle i D, sur laquelle les plans donn& determi- 
nent les segments les plus petits possibles. 

Prenons (fig. i) les droites proportionnelles n^n^n^ et b^b^b^ qui 
partem de deux points d'une droite issue de o^. On a 

0, fi, o^n^ eh 

JX~~o'X~7r,' 

(*) H a 1 p h e n, loc. ox. 

Rend, Circ. Matem,^ t. Ill, parte x^<— Stampato il 17 maggio x8S9. i8. 
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Ce dernier rapport est constant quelle que soit la position de i, sur E 
puisque les triangles isociles tels que gbj) sont toujours 6gaux et que 
l\b^ est un segment de grandeur constante. 

Le rapport -S^ est alors constant et le thtorime est d6montre. 
^ 0, b, 

Voici unc application des thcorimes pr6c6dents: 

Lorsqu'une droite se diplace de fagon que trots de ses points reslcnt 
sur trois plans donnls im quatrietne point de cette droite dicrit un ellip- 
soide qui a pour centre le point de rencontre des plans donnis. 

Ajoutons un quatrieme plan passant par le quatricme point de la 
droite mobile. Si Ton deplace maintenant la droite de fa^on que ce 
point reste sur ce plan , il dtoira une ellipse. Li section faite par ce 
plan dans la surface engendr^e est done une ellipse. Comme ceci est 
vrai quel que soit ce plan, cette surface est done un ellipsoide. 

Si le plan menc par le point dicrivant passe par le point de ren- 
contre d?s trois plans donn6s il resulte du th6orime X que ce point 
est le centre de I'ellipse dicrite. Ce plan^ menc par le point de ren- 
contre des plans donncs, (itant arbitraire, ce dernier point est le centre 
de Tellipso'ide cngendri par le quatricme point de la droite mobile. Le 
tli6oreme est done dcmontrc. 

Ce thtorime, qui est dil i Dupin, donnc lieu i ce cas particulier 
intiressant : 

Lorsqu^une droite se diplace de fagon que trois de ses points restent 
respectivetnent sur trois plans paralleles a une droite, un quatrieme point 
de cette droite dicrit un plan. 

Je ne fais qu'inoncer ce resultat, ayant laisside c6ti les cas par- 
ticuliers des thcorimes demontris dans ce premier paragraphe. 

§ n. 

SURLE D^PLACEM EN T DANS l'ESPACED'uNEFIGUREDE GRAN- 
DEUR INVARIABLE DONT LES POINTS DjfeCRIV ENT DE S EL- 
LIPSES. 

Comme figure de grandeur invariable nous n'avons considiri jusqu'i 
pr&ent qu^une droite 6gale mobile dont quatre points restent sur quatre 
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plans fixes. Nous allons montrer comment la propriiti de cette droite 
de faire toujours , pendant son diplacement , le m^me angle avec la 
droite d^ centres des ellipses dtoites par ses points, conduit aisiment 
i d^erminer les conditions de diplacement d'une figure de forme inva- 
riable dont chacun des points dicrit une ellipse. 

Conservons les notations pr^cidentes avec cette seule difKrence 
que nous appellerons D' la droite disignie pricedemment par D. Pla- 
?ons O verticalement, appelons (fl) un plan horizontal fixe. La droite 
^ale mobile Zy, se dipla^ant toujours de fa^on que quatre de ses points 
restent sur les plans (P,), (PJ, (P^), (P^), fait constamment le mfime 
angle avec (fl). 

Appelons D la projection de D' sur le plan (H). 
Puisque, comme nous Tavons demontri, les points de D' dicri- 
vent des ellipses dont les centres sont sur 0, les points de la droite D 
d^crivent des ellipses concentriques dont le centre commun est le pied 
de O sur (//). 

Lemme. — Le diplacemeut sur (H), de la droite D dont les points 
dicrivent des ellipses concentriques y peut dtre obtcnu en liant cette droite a 
Une circonfirence qui roule dans Hntirieur d'une autre de rayon double. 
Pour un dcplacement infiniment petit de ZJ on a un centre instan- 
tan6 de rotation c. La circonfirence dicrite sur c comme diamitre ren- 
contre (je le suppose d'abord) D en deux points riels. Les normales 
aux trajectoires de ces points passent par c et par suite les tangentes 
Si ces trajectoires passent par 0. Mais les trajectoires de ces point sont 
des ellipses et il ne peut y avoir pour une pareille courbe de tangente 
passant par le centre que si cette courbe est infiniment aplatie : ces 
deux points dicrivent done chacun une droite et le diplacement de D 
«st alors celui d'une droite dont deux points dccrivent chacun une 
droite. 

Un pareil diplacement peut itre obtenu, comme Ton sait, en sup- 

C 
posant que D soit lii i la circonfirence - dicrite sur c comme dia- 

~ mitre que Ton fait rouler i Tintirieur de la circonfirence C dicrite 
du point a comme centre avec oc pour rayon. 

Mais ces circonfirences existent toujours et ne dipendent aucune- 
nient de la rialiti des points de rencontre de D avec la circoqfirencQ 
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dtoite sur oc comme diaiuitre; par consequent le resultat auquel nous 
venons d'arriver est giniral et le lemme est dimontrc. 

Nous Savons' que U fait toujours un angle constant avec sa pro- 
jection D, On obtiendra alors le displacement de U en supposant que 
sur son plan projetant , entrainc* avec D, cette droite soit transportee 
en mdnie temps parallilement ik la direction des projetantes, c'est-i-dire 
qu*elle glisse dans la direction de 0. 

D'apris cela , appelons (Cy) le cylindre dont C est la section 

droite, et ( — ) le cylindre dont — est la section droite; nous obtien- 

drons le diplacement de U en liant cette droite au cylindre f — ^ ) qui 

roule i rintirieur de (C^), en mime temps qu'il glisse dans la direc- 
tion de sts generatrices, de fa^on qu'un point de Z)' soit assujetti i se 
diplacer sur le plan du systime qui le contient (*). 

Le diplacement de [ — ] 6tant ainsi difini, on pent entrainer une 

figure de forme invariable avec ce cylindre mobile. Nous savons dcji 
que tous 4es points de ly dicrivent des ellipses. Nous allons montrer 
qu'il en est de meme de tous les points de la figure entraince. Pour 
cda il suffit de faire voir que la trajectoire d'un quelconque de ces 
points est une ligne plane puisque la projection de cette trajectoire sur (H) 

est la ligne d^crite par un point du plan de — qui roule dans C et 

jt 

roQ sait que cette courbe est une ellipse. 

Pour y arriver dimontrons d'abord Ic theorime suivant qu'on 
n*avait pas encore 6nonce: 

Th£or£m£ XIV. — Lt cylindre (— ) ^onU a rintiritur de (Cy) 

^ glisse d$ fa(on qu'un point m' se diplace sur un planjixe donnl: panni 
tons Us points entratnis il y en a une infiniti qui decriuent des droites. 



(^*) l\Mr dJins les C^mptts RnUms J< TAcaiimii da Scumcts di Pjris La comniu- 
nicatkui l^te par M. Darboux Ic 17 ianvier 1S81 * Sur te d^liMammt dTmaeJigmre 
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Soit (AQ le plan donni sur lequel se d^place m'; supposoos que 
le plan horizontal (//) passe niaintenant par le point de rencontre 
de (Atf) et de O; d^ignons toujours par o ce point de rencontre. 




fig. 2. 

Prenons le plan (//) poBr plan de la figure 2. Soit oi Thorizon- 
tale de (Af) qui passe par 0, Menons par m' Thorizontale m' t^ qui se 
projette sur (//) suivant la droite m t qui passe par le point de rencontre t 

C 

de — et de rhorizontale <?/ du plan (Af). 

L'horizontale m'/', menceainsi par m\ rencontre le cylindre ( — ) 
au point / dont la projection est /. 

Lorsque (— ) roule et glisse corame nous Tavons dit, le point /' 

se d^place dans le plan vertical ot, Je dis que le point/ d^crit une 
lignc droite. 

La ligne decrite par /' se projette sur (if) suivant la ligne of. 

Sa projection sur le plan vertical 0/, faite au moyen de paralliles 
i 0/, est une droite, comme la projection de (Af) sur ce plan. Car les 
pcrpendiculaires i O abaissces Jes points de cette derniire droite sont 
partagte dans un rapport constant par cctte projection de la trajectoire 

de /, puisque ce rapport est toujours igal \ -j- . 

La trajectoire de / se projetant suivant des droices sur deux plans 
dissents est done une droite. 

Comme tous les points de la veriicale, qui contient /, dicrivcnt 
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des lignes igales h la trajectoire de ce point, ils d^crivent des droites. 
Le thtorime est done d^montr^. 

THfeoRiME XV, — En dehors des points de la verticale f tons les 

points invariahlement His au cylindre { — ) dicrivent des ellipses. 

Par le point/ menons arbitrairement *rhorizontale /«' dont la 
projection (figure 2) est fu. Un point quelconque n de cette droite , 

entrainie avec ( — ) > dicrit une ligne plane, car la projection de cette 

ligne faite sur le plan vertical of est une ligne qui partage dans un 
rapport constant les perpendiculaires abaissies des points de la droite 
0/' sur 0. La trajectoire de «' se projette sur (//) suivant une ellipse 
puisque cette courbe est engendr^e par le point n du segment de gran- 
deur constante uf dont les extriniit^s dicrivent les droites 11 et of. 
La trajectoire de n' est done une ellipsf . 

Les points de la verticale qui contient n' dicrivent ividemment des 
ellipses igales i Tellipse dicrite par ce point. On voit done que tous 
les points de toutes les horizontales partant de f c*est-a-dire tous les 
points du plan horizontal men6 par f dicrivent des ellipses et qu'il en 
est aussi de m^me de tous les points de Tcspace qui peuvent toujours 
fitre li6s au point de ce plan i I'aide de verticales. En resumi tous les 

points li& i ( — J dicrivent des ellipses except^ les points de la ver- 
ticale / qui dicrivent des segments de droite, lesquels, i proprement 
parler, sont des ellipses aplaties. 

Remarques. — Les ellipses dlcrites par les points du plan hori:(pntal 
meni par f oni toutes mime centre au point 0. 

Les plans des ellipses dlcrites par les points d'unc hori:(pntale menie 
par f passent par une mime droite issue du centre commun 0. 

THfeoR^ME XVL — Les plans des ellipses dlcrites par les points d'une 

hori:^ontale arbitraire, liie au cylindre mobile ( — ) » enveloppent un cdne 

du second degrl. 

Prenons une horizontale arbitraire i la hauteur du point/'. Nous 
savons construire pour un point rw' de cette droite Thorizontale / du 
plan de sa trajectoire. Appelons v le point od cette droite rencontre la 
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projection sur (H) de rhorizoiuale donnie. La droite vm' est alors , 
sur le plan projetant de cette horizontale, la trace du plan de la trajec- 

C 

toire de m'. Les droites telles que // et ot, qui se coupent sur — for- 

ment deux faisceaux homographiques. Les points tels que m' et v 
diterminent alors deux divisions homographiques et les droites telles 
que vm'y qui joignent les points correspondants, enveloppent une co- 
nique. Cette conique n'est autre que la trace du c6ne enveloppe des 
plans des trajectoircs d^crites par les points de Thorizontale donn^e. Le 
thtorime est done dimontre. 

Remarques. — Les plans des trajectoireS dicrites par les points 
d*une horizontale itant respectivement paralliles aux plans des trajec- 
toircs des points d'une droite entrain^e et dont cette horizontale est la 
projection, le thiorhne pricident s'itend a une droite quelconque. 

II est facile de voir que , la conique , trace du cdne sur le plan 
projetant de la droite donnie , est tangente aux plans hon\ontaux menis 
par et f . 

Le centre de cette conique appartient a la projection orthogonale, faite 

sur le plan de cette courbe, de Vaxe de \ — ]\il ^st du reste sur un plan 

J3ori:(pntal h igales distances de o et de f^. 

Pour terminer j'enoncerai les resultats suivants, consequences de ce 
<jui pr^cide. 

TnioRtME XVn. — Lorsque les points d* une figure mobile dans res- 
^ace dicrivent des ellipses, ces courbes ont leurs centres sur une mime droite 
et leurs projections sur un plan perpendiculaire a cette droite sont des rf- 
lipses dont la somme ou la diffirence des axes est constante. 

Probl4me. — £tant donnl un plan arbitraire construire le point Hi 

a {— ) ^^ j'^" se diplace sur ce plan, 

Le point de rencontre y du plan donn^ et de est le centre de 
la trajectoire du point demand^. Par le point y menons Thorizontale 

du plan donn6 et par le point ou cette droite rencontre ( — ) menons 
la gto&ratrice de ce cylindre; 1 'horizontale, qui s'appuie sur cette gi- 
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niratrice et qui passe par le point ou f — J est rencontre par la pa- 
rallile i of menee du point ^ , coupe le plan donne au point cherchi. 
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UN NUOVO TEOREMA SULLE INVOLUZIONI PIANE, 



Nota del dott. Luigi Berzolari, in Pavia. 



Adunanxa del lO marzo 1889. 
a 



L'oggetto di questa Nota c la dimostrazione di un teorema rela- 
tive alle trasformazioni piane univoche involutorie, dotate di un punto 
fondamentale r-plo, per il quale la curva corrispondcnte passi con r — 3 
rami. Per brevlii omerto di richiamarc il significato dei simboli, non- 
ch6 le proprieti e le formole, di cui fiuo uso : d'altronde tsse si tro- 
vano nei lavori die man mano avro occasione di ciure. 

I. In un'involuzione di classe v (*) e di ordine n si abbia un 
punto fondamentale i , per il quale sia a^^ =r, — 3 , e suppongasi 
r, ^^ 8. Allora sari a,, -^ 3 per ogni altro punto fondamentale i; d'al- 
tronde a„ ^ 5, eppero sari a,, > a,, + i , e quindi (**) fj > r^ , 
ciofe I 6 il punto fondamentale che ha la massima moltepliciti per Tin- 
xoluzione. La curva fondamentale C, corrispondente al punto i pas- 
seri quindi (***) per tutti gli altri punti fondamentali, ed avri in essi 



(•) Per il concetto di classe v. C a p o r a 1 i, SulU trasformazioni univoche piane 
involutorie (Rend, della R. Accadeniia delle scieiize fis. e muem. di Napoli, ^cico- 
lo 9°, 1879). 

(•*) B e r t i n i , Sulk trasformaiioni univoche piane e in ptrticolare suite invch 
lutorie (Rend, del R. Istituio Lombardo, serie II, vol. XIII, i333, n'* 3). 

C^) Bertini, 1. c, n° 5. 

Rind, Circ, Matem,, t. III, parte i.*— Stampato il 22 lugUo 1889. 19. 
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soltanto dei punti tripli, doppi e semplici, in numero di a, p, y ri- 
spettivamente, in virtu delle quali moltepliciti sari individuata c ra- 
• zionale. Avremo pertanto le equazioni : 

(^ - (^ - 2) = (r, - 3) (^ - 4) + 6 a + 2 p, 

rXr^ + 3) = (^ - 3)(^ - 2) + I2 a + 6p + 2y, 
ossia : 
(0 2r, = 3a + p + 5, 

(2) 4r, = 6a + 3P + Y + 3> 

dalle quali otteniamo : 

(3) P + r^7. 

Dalle (i) e (2) si deduce inoltre : 

ma per la (3) si ha Y^ ?> ^ P^^ ipotesi r, ^ 8, quindi r, — y ^i i, 
da cui segue a + P ^^ 5. Supponendo allora che sia y > 0, cio^ che 
esistano dei punti fondamentali semplici per C, , e chiamando A uno 
di essi, la sua curva corrispondente Cj , passando seraplicemente 
per il punto fondamentale di massima moltcpliciti, sara una conica od 
una retta. Consideriamo il primo caso e facciamo anzitutto I'ipotesi 
che la conica Ca passi per A : essa contiene poi, oltre al punto i , 
altri tre punti fondamentali, di cui, essendo a + p ^^ 5, almeno uno non 
h fra gli a + p punti, in cui C, ha un punto tripio o doppio, e che 
sono perci6 almeno tripli per Tinvoluzione . Ci6 i assurdo , perchi 
quella conica passa per il punto Ay che per Tinvoluzione ha moltepli- 
ciii minore. Adunque la conica Ca non passa per A , ma contiene , 
oltre ad i, quattro punti fondamentali, di cui nessuno, per la ragione 
ora detta, pu6 trovarsi fra i y punti semplici di C,. La Q avri pertanto t 
punti tripli e ^ punti doppi fra questi quattro punti, e sari ; 

2f, = r, — 3 + 3^ + ^*> 
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da cui , essendo t + ^ = 4, segue r, = 5 + t. Ma t ;^ 4 , quindi 
r, ^: 9. Sono perci6 possibili i soli due casi : 

r, = 9, T =z 4, J =z 0; r, = 8, T z= 3, * = I. 

Nel primo caso la C, fe del tipo 

(i^2'3^4's'6^7 8 9 10 II 12^, 

e se 7 i il punto che sopra chiamammo A , la sua conica corrispon- 
dente fe (i 2 3 4 5)^. I punti 8, 9, 10, 11, 12 debbono necessaria- 
mente essere fondamentali semplici , il che h assurdo perchfe soltanto 
le rette (12),, (13),, (14)1, (15), possono essere fondamentali. 
Nel secondo caso invece la C, h del tipo 

(i^2^3'4^5'6*7 8 9 10 ii)g: 

i punti 7, 8, 9, 10, II non possono essere che semplici doppi 
per la involuzione , e nella prima ipotesi hanno per corrispondente la 
retta che unisce i con uno dei punti 2, 3, 4, nella seconda la co- 
nica passante per i, 2, 3, 4 e per 5 o per 6. Possiamo supporre che 
per es. ai punti 7 ed 8 corrispondano rispett. le coniche (1234 ^X* 
(12345),, ^d ai punti 9, 10, 11 le rette (12),, (13),, (14),, rispett. 
La curva corrispondente al punto 5 , potendo contenere soltanto i 
punti I, 2, 3, 4, 5, 6, 8, non pu6 essere che la cubica (i* 2 3 4 5 6 8)^; 
analogamente al punto 6 corrisponde la cubica (1*2345 67 )j. Riflet- 
tendo allora che le curve corrispondenti ai punti i e 7 non incontrano le 
curve della rete omaloidica fuori dei punti fondamentali, si ottengono le 
equazioni : 



^^ = l^r, + ^% 



i«a 



da cui n = 13. Ne segue che i punti 2, 3, 4 sono quintupli per la 
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trasformazione. Applicando allora una nota formola della teoria delle 
involuzioni piane (*), si ottiene : 



30 -2>j^. 



tss4 



da cui risulta che la dilferenza 30 — Xj » ^ divisibile per 8. Ora si 



trova facilmcnte che ciascuno dei punti 2^364 deve essere o triple 
o quintuple per Ic curve n, epperb y^i deve avere uno dei valori 






0, 2, 4, 6. Sari dunque^ X. = 6 , epper6 la relazione precedente 



i=»t 



diviene : 

3V + \=is, 

dalla quale, dovendo essere a„ — \ un numero pari non negative, si rica- 
va Tunica soluzione v =1 4, X^ = 3. .^J essa corrisponde la involuiione III 
di 4^ classc e di 2^ speciCy gii determinata dal sig. Martin etti (**). 
Concludiamo pertanto che, iranne per I' itwoluiione di 4* classe ora 
irovata^ ognuno dei y punti semplici di C^e sem plice ancheper l'involu:^ione; 
la sua reiia corrispondcntt deve unire il punto i con uno degli a punti 
tripli di C, , epper6 avremo : 

(4) « ^ y. 

Di qui risulta a > 0; invero se fosse a = 0, sarebbe y = 0, e dalle (3) 
cd (i) seguirebbe Tassurdo r^-=.G. 

2. Tomiamo aU'equazione (3) e consi^eriamone la soluzione P = 0, 



(*) Bertini, Sopra alcune involuzioni piane (Rend, del R. Istituto Lombardo 
icric II, vol. XVI, 1883; n° $, formola 2'). 

C*) Lc involuiioni di 3* e 4* classe (Annali diMatem., serie II, t. XII, pag. 87, 
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y = 7; dalla (4) segue a ^r 7, e quindi dalla (i) r, ^^ 13. Una delle 
formole fondamentali nella teoria delle trasformazioni Cremoniane di : 



■. +2]'''' + 7 = 3(»-0, 



ed moltre la considerazione del la curva C, fornisce 



.o+x 



w^ = ^(^ — 3) + 3^r.+ 7. 



1=2 



Da queste due equazioni eliminando y^ r. , e dividendo la risultante 



1=2 



per fj — 9, che non h zero, si ottiene : 



n = r, + 3 ^ ^ 



' ^-9 



Poichi fj ^ 13, si riciiva di qui Tunica soluzione r^ =: 13, n = 17 , 
e quindi a 1= 7. La C, i dunque del tipo 



(i'°2^3'4'S^6'7^8' 9 10 ir 12 13 14 15),,, 

ed i punti 2, 3, . . . , 8 sono quadrupli per la trasformazione. I punti 
9, 10, . . . , 15 sono semplici , mentre i punti 2,3, . . . , 8 sono 
tripli per le o, laonde, in virtu della formola richiamata alia fine del 
n°. prec, abbiamo : 

32V + 13^ = 244, 

la quale ammette Tunica soluzione v = 6, >, = 4. Siamo dunque con- 
dotti ad un*involuiione di 6^ classe aventc il seguente sisiema per le O : 

{A) (n) = (i^2V3U'5'6^7'8^9 10 n 12 13 14 isX,- 

Essa appartiene ad ua tipo generale di involuzioQi studiato da me ia ua 
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lavoro recentemente pubblicato (*), ed ^ la piu generale fra quelle 
che di li si ottengono ponendo it = 3 . 

3. Rimangono ora da considerare i casi, nei quali i P > 0. In 
virrii della relazione fondamentale, a cui abbiamo ricorso al principio 

# 

del n°. preced., si ha: 

(5) r, + ^r, + 2]r,+ f = s(.» - 0; 
inoltre, considerando la curva C^, risulta: 

(6) «'', = r,(r.-3)+3 2f, + 2 2^r, + y, 
e da queste equazioni si deduce : 

(7) ^ ^ = ^ (^ — « - 6) + 9 (« — - ^Y- 

Ora la curva corrispondente ad uno qualunque dei p punti doppi di 
C, fe almeno del 3° ordine, eppero : 



2;^^3P> 



da cui, avuto riguardo aile (3) e (7), otteniamo : 

(8) rXr, — n — 6) + 9«^23 + p. 

Della (3) prendiamo ora a considerare la soluzione P = i, y = 6; 
dalla (4) segue a ^^ 6, epperb, per la (i), sari r, ^^ 12. Se allora 



(*) Ricerche sulle trasformaiioni plane univoche involutorie tec, (Annali di Mate* 
matica, aerie n» t. XVI, pag. 206 , ni. 11, 12 e 13 della Prima Parte). 
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nella (8) poniamo .p = i, e dividiamo per r ^ — 9, risulta : 

la quale mostra comenon pu6 essere r^^i 13. Invero in tale ipotesi 
se ne dedurrebbe n — r ^ =^ 3 , epper6 tutti i punti fondamentali , al- 
rinfuori di i, sarebbero al piu tripli per Tinvoluzione, cosa assurda , 
giacchi gli a puDti tripli di C, sono almeno quadrupli per essa. Si ha 
dunque r, = 12, e quindi a = 6 : I'ultima formola di n ^r 16, ed es- 
sendo anche n =^ 16, sari n = 16. I sei punti tripli di C, sono qua-* 
drupli per Tinvoluzione e tripli per le n; il punto doppio di C, fe in- 
vecc triplo tanto per Tinvoluzione, quanto per le n. Mora la formola, 
che gii applicammo nei n>. i e 2, di : 

2\ + sv = 36, 

da cui, ricordando che \^ deve essere numero dispari non superiore 
a 9, si ricava Tunica soluzione v z= 6, \=: ^. La retta che unisce 
il punto I col punto doppio di C, h unita, e contiene quindi un punto 
unito; abbiatno dunque un'involuiione di 6^ classCy di cui le itformano 
il sistema (^A) trovato alia fine del n° precedente. 

4. Nelle involuzioni, che ancora restano da esaminare, abbiamo 
P =^ 2, epper6 dalla (8) si deduce : 

(9_r,)«=-2S — rj + 6r,y 

ossia, quando si supponga r, > 9 : 

(9) n^r, + 3 + — ^ (per r, > 9). 

Come si fece nel n° preced., di qui si conclude che deve essere f , ^^ 11. 
Dalle (s) e (6) si deduce altresi : 

2'-*= »■.(« — r. + s) - 6(« - I) + r- 
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Ma dalla (9) segue che, quando sia r^ > 9, ogni punto fondamentale, 
airinfuori di i, i al piii quintuple per Tinvoluzione, quindi sari : 

(10) rXn — r, + 5) — 6(n ^ i) + y^ 5 « (per r. > 9). 

5 . E facile dimostrare che debbono effettivamenle esisfere dei punti 
fondamentali semplici, cioe che deve esscre y > 0. Se infatti fosse y = 0, 
la (3) darebbe p = 7, e quindi la (i) : 

2rj = 3a + 12. 

Essendo r , ^ 8, di qui segue che a i un numero pari almeno ugua- 
le a 2; essendo poi anche r, ^^ 11^ dalla medesima relazione scende 
a ^r 3, epper6 si ha a = 2, e quindi r^ = 9. Allora la (7) di la re- 
lazione : 

Sr, = .8. 

la quale i assiirda, poich^ ciascuno dei sette punti doppi di C, e al- 
meno triplo per Tinvoluzione. 

6. Poniamo nella (1) in luogo di r, successivamente i valori 
8, 9, 10, ii: risolvendo Tequazione che ne risulta, e ricordando le (5) 
e (4)9 otteniamo le sole seguenti soluzioni : 



(I) 


f. = 8. 


a = 2, 


P-5, 


y — 2; 


(H) 


'•, = 9. 


« — 3. 


P = 4, 


Y — 3; 


(lU) 


r, := 10, 


a = 4, 


P-3, 


r = 4; 


(IV) 


f, = 11, 


a — S. 


P = 2, 


Y-5; 


(V) 


r, = 10, 


a = 3, 


P = 6, 


Y=i; 


(VI) 


r,= II, 


a = 4, 


P = s, 


7 = 2. 



Si dimostra per6 agevolmente che i due ultimi casi sono impossibili. 
Invero nel caso (V) la (10) di « =^ 14, e poichi deve anche essere 
« ^: 14, avremo n= 14. I tre punti tripU di Cj sono dunque qua- 
drupli per I'involuzione, 11 che 6 assurdo, poichi C, passa senaplice- 
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mente per un solo punto fondamentale. Nella soluzione (VI) la (9) 
fotmsce If ^r 15 , ed avendosi altresi « ^ 15 , sari « = 15, quindi 
i quattro punti tripli di Q saranno quadrupli per Tinvoluzione, cosa 
assurda poich^ y = 2. 

Veniamo ora a considerare le altre quattro soluzioni. 

7. (I) — Siccome le curve corrispondenti ai cinque punti doppi 
di C, non hanno che punti doppi e semplici, le curve corrispondenti 
ai due punti 263, tripli per C, non possono aver punti tripli se 
non nei punti 'i, 263. D*altra parte ciascuna di queste curve, poichi 
le rette (12), e (13), sono fondamentali^ deve passarc per 2 e 3 coUo 
stesso numero di rami; inoltre entrambe hanno in i un punto triplo 
e contengono al piu nove punti fondamentali , per uno almeno del 
quali passano semplicemente. Esse sono adunque del 4° o del 5° or- 
dine, e nel primo caso abbiamo «= 12, nel secondo n=: 13. 

Se n = 12, la (7) di : 

da cui segue che i punti 4, 5, 6, 7, 8 sono tripli per la trasforma- 
zione. I punti 2 e 3 sono tripli per le o, mentre i punti 4, 5, 6, 7, 8 

possono essere doppi o tripli per esse, di modo die ^^ \ pu6 avere 



i=4 



uno o Taltro dei trc valori 0, 2, 4. La formola gii piii volte applicata ci di: 

'=8 



%\+ 3 ^\+ 22V= 124, 



i=»4 



da cui , ricordando che \ deve essere dispari e al piii uguale a 5, si 
traggono le due sole soluzioni : 



«=^ 



2\=4> v = 4, \=3; 



i=4 






Rttid, Circ, Matem,, t. lU, parte i.*— Stampato ii 22 luglio 1889. 20. 
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La prima fornisce rinvolu:(ione V di 4* classe e 2* specie , detenninata 
dal sig. Martinetti al n° 28 del lavoro citato; la seconda soluiione 
da V involu:^ione IV di 5* classe e 2* specie^ detenninata gii da me 
nel n° 27 della Seconda Parte della Memoria citata. 
Se invece « = 13, la (7) di: 



2^=.^. 



i=H 



per cui quattro del punti doppi di C, , che diremo 5, 6, 7, 8, sono 
tripli, ed il rimanente 4 h quadruple per T involuzione. 11 punto 4 i 
triple per le n; invece i punti 2 e 3, tripli per C, , sono tripli o quin- 
tupli (con due direzioni fisse) per esse; i punti S, 6, 7, 8 sono doppi 

o tripli per le medesime curve. Adunque tanto y^ \ quanto ^^ \ 

possono avere uno o I'altro dei valori 4, 2, o. Ora abbiamo : 

^\+'i^\-\-l J}\ + 24V = I s 2, 
da cui si ricavano le sole soluzioni : 

»8 



J^\ = J}\ = 4, v = 4, \z=y. 



i-3 ^-8 



^\=^\=^> ' = 4, \ = y. 



i-» «-s 



^\ = ^\=o, v = 6,' \=i. 



•—a f=»5 



La /^riwfl 5olu[ione da rinvoluiione IF di 4* classe e 2* ^p^aV, stabilita 
dal sig. Martinetti nel n° 27, 1. c. La seconda i assurda^ giacchi 
la curva corrlspondente ad uno dei punti 263 taglierebbe le n in 
un solo, anzich^ in tre punti variabili. L'ultiqpia soluzione ^ pure as- 
surda; infatti la rete omaloidica sarebbe : 

0«2'5'4*5'6»7'8'9 ro)„, 
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ed esisterebbero tre punti uniti 11, 12, 13. Poich6 la cubica (1^2345 67)^ 
h fondamentale ed ha per corrispondente il punto 8 , la cubica 
(1*2356711), non passa certaraente per 4; ad essa nella involuzione 
corrisponde una curva (1*2*3*4567)^, la quale tocca inoltre la cu- 
bka data nel punto 11; questa si spezza dunque nella cubica data ed 
10 una retta la quale deve contenere i punti 2, 3, 4. Ora questo non 
pu6 aver luogo, poichfe tale retta si staccherebbe da tutte le curve 
della rete omaloidica. 

8. (II) — In questo caso la (7) di : 



1:^=^2, 



epper6 i quattro punti doppi di C^ sono tripli per Tinvoluzione. Inoltre, 
poichi vi sono otto soli punti fondamentali non semplici, e la curva 
corrispondente ad uno qualunque dei tre punti tripli 2, 3, 4 di C, deve 
contenere uno dei tre punti fondamentali semplici, essa contiene al pii 
nove punti fondamentali, e pu6 aver punti multipli soltanto nei punti 
I, 2, 3 e 4. Questa curva h pcrtanto del 4"* del 5° ordine, ed n 
ha rispett. i valori 13 e 14. 

Se n=i 13 , i punti 2, 3 e 4 sono tripli per le n, mentre la 

somma ^^ \ pu6 avere uno o I'altro dei valori 4, 2, o. Abbiamo 

quindi : 

da cui si traggono le scJTuzioni : 

^X.= 2, v = 5, \ = 2; 

«— 8 



2^ = 0, V = 6, 



X. = 0. 



4-$ 
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La prima da Vinvoluiiont II di 4* classe e 1^ specie (*); la seconda da 
Vinvolu^ione III di 3"" classe e 2* specie (**); neirultima le rette (15),, 
(16),, (17)1, (i8)j sono unite, epper6 ciascuna contiene un punto 
unito. Si ha diinqtie un'involuiijne di 6^ classe, di cui le ciformano il 
sistema {A), gii trovato nei n.' 2 e 3. 
Se » = 14, abbiamo : 



1=2 

i=4 



dove la somma y^ \ h suscettibile dei valori 0, 2, 4, 6, e la somma^j \ 

»=» «=s 

dei valori 0, 2, 4. Si hanno pertanto le soluzioni: 



^\i=6, ^\=4, v=:4, X, = 4; 



i«=»2 »=»S 

fea4 tcag 



2j^*~^' X"^' — ^' ""5, >-, = 4; 



»«»2 i«=S 

i=»4 »=8 



2^*""^' 2^*~^' ^~^' \ = o; 



fa*2 is=S 

i«=4 i«=8 



2^» = °' 2\ = o> ^ = 7> 



>.. = 0. 



f=S 



Alia prima corrisponde rinvoluiione I di 4* classe e 2° specie (***); la 
seconda e la terza sono assurde, poichi per esse le o avrebbero risp.* 
119 e 161, anzich^ in e 157 intersezioni fisse. Vultima soluiione 
dh un'involu^ione di 7* classe^ priva di curva punteggiata tinita^ e che, 
per quanto h a mia cognizibne , non fu peranCo osservata : le curve 
O sono : 

(n) = (i^2l3j4]5'6^7^8'9 10 11 12 13 14 15),^. 

(*) Martinctti, 1. c, n° 27. 

(♦*) Berzolari, L c, Seconda Parte, n® 26. 

C^) Martinctti, L c, n** 26. 
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L'involuzione possiede 



un punto nonuplo 


I, 


tre punti quintupli 


2. 3. 4. 


quanro punti tripli 


S. 6, 7, 8, 


tre punti semplici 


9, 10, n, 


quattro punti uniti 


12, 13, 14, 15; 



b jacobiana t cosi composta : 

/=(i«2'3Vs*6Y8*9 10 11); (i'2'3V5 6789); (1V3VS 6 7 8 10); 
(1V3 Vs 6 7 8 1 1); (i'2 34678); (i'2 3 4 s 7 8)t (i'2 3 4 5 6 8)] 

(i'23 45 6 7)t(i2):(i3):°(i4):'. 

I sei fasci di cubiche, aventi in i un punto doppio e passanti per 2, 
3 e 4 e per due dei punti tripli 5, 6, 7, 8, sono uniti, e servono a 
costruire Tinvoluzione. Questa costruzione, die si dimostra facilmente 
potersi invertire, si pu6 eseguire in 1 2 modi , scegliendo due di quei 
fasci, che differiscano per un solo .punto base. Per es., assumendo i 
due fasci in involuzione (1*2 3 4 5 6)^, (1*2 3 4 5 7)^, nel primo sono 

corrispondenti le coppie di cubiche : 

(1^2 3456 7)3, (1*2 3 4 s 6 8)3; (1^2 3456 9)3, ;(i2X (1345 6X; 

(i'2 3456 10)3, (13X (124s 6X; (1^2 34561 1)3, (14), (12 3 5 6\, 

e nel secondo le coppie di cubiche : 

(i'2 3 4 5 7 6)3, (1^2 3 4 s 7 8)5 ; (i'2 3457 9)3, (12), (13 457),; 

(1^2 3457 10)3, (i3X(i 2 4 5 7X; (1^2 3 4 5 7 11)3, (I4,)(i 2 3 5 7),. 

9. (ni) — La (9) di « ^: 15, e dovendo essere inoltre « ^^ 14 , 
sari « = 14, oppure «= 15. II secondo caso 6 impossibile , poichi 
la (7) darebbe Tassurdo 



2'.=«- 
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Sari dunque n = 14. La solita equazione fornisce : 



i=8 

10^ 



\ + 32]'\+26v=i66; 



»»8 

ma y^ \ pu6 avere uno o Taltro dei valori 2, o, epper6 si otten- 



gono le due soluzioni : 



La priwa ii rinvoluiione II di 5* rto^e e 2* 5/)^«> (*); nella seconda 
le tre rette (16),, (17),, (18), sono unite e ciascuna contiene quindi 
un punto unito; si ha per tal modo un'involu:(ione di 6* classty di cui 
k o formano il sistema (^A\ gii pii volte considerate. 

10. (IV) — La (9) di n ?^ 15 , e dovenda anche essere « ^ 15 , 
sari « = 15. La (7) di : 

quindi i due punti doppi di C, sono tripli per rinvoluzione. Abbiamo 
aUora: 

"^ + 3 ^\+ 28v= 190; 



i«7 
•-8 



ma ^] \ i suscettibile dei due valori 2, 0, quindi si ottengono le due 



•-7 
soluzioni : 

>-8 



^\=2, v = 5, \ = 4; 



i^7 
i-8 



^^=0, v = 6, 



V = 2. 



(*) B^rsolari, L c, n^ a$ delU Seododa Parte. 



UN NUOVO TEOREMA SULLE INVOLUZIONI PIANE. I59 

Alia prima corrisponde Vinvoluiione I di 5* classe e 2* specie (*) ; nella 
seconda le rette (17)^ ed (18), sono unite, e quindi ciascuna contiene 
un punto unito; si ha pertanto un' involuT^ione di 6* classe^ h cui n for- 
mano il sistema (A). 

II. Dal n° 10 , pag. 206 della Prima Parte del mio lavoro piii 
volte citato si desume che le cinque involuzioni di 6* classe (con 
o, 1 , 2 , 3 e 4 allineamenti del punto i con altri due punti fonda- 
mentali), che trovammo man mano nella discussione precedente, sono, 
fra quelle di 6 * classe, le sole che appartengano alia specie conside- 
rata, cioi le sole che abbiano il sistema (A) di curve n. 

Da tutto ci6 che precede si ricava pertanto la seguente propo- 
sizione: 

Se un'involuiione possiede un punto fondamentale r-plOy per il quale 
la curva corrispondente passi con r -^ ^ rami, e si suppone r =^ 8, /' in- 
volu:(ione e fra le quindici seguentiy che si possono distinguere in quattro 
gruppi : 

i) Involuzioni /, //, ///, IV e V di 4* classe e 2* specie ; 

2) Involuzioni /, //, ///, e IV di 5* classe e 2* specie ; 

3) Le cinque possibili involuzioni di 6* classey aventi il sistema (^A) 
di curve n; 

4) Un'involuzione di 7* classe, priva di curva punteggiata unita. 
In altri termini: 

Se un'involuzione diver sa dalle quindici or a enumerate possiede un 
punto fondamentale r-plOy per il quale la curva corrispondente passi can 
r — 3 rami, deve essere r ^= j. 



Pavia, 2 marzo 1889. 



LuiGi Berzolari. 



(♦) Berzolari, I. c, n° 24 della Seconda Parte. 
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SUR UN THfiOReME RELATIF A L'HESSIENNE 



D'UNE FORME BIN AIRE; 



par M. le prof. P.-H. Schoute, h Groningue. 
(Extrait d'une Lettre adress6e i M. G.- B. G u c c i a). 



Adttnanza del lo raarzo 1889. 



A I'aide d'une formule remarquable, qui exprime la Hessienne H 
du produit a" bl de deux fonnes binaires en fonction des covariants de 
ces deux formes, M. F. Gerbaldi, de Rome, a d^montrd dans un 
des demiers fascicules de ces Rendiconii (*) le th^orerae suivant: 

Si toutes Its racines d'une iqnalion hinaire a]^ = o sont rielles et 
distincteSy la Hessienne correspondante H est nigaiive pour toutes les va- 
Uurs de la variable et Viquation H = o n'admet done pas de racines 
rielles ; si parmi les racines supposies toujour s rielles , il se trouve tine 
racine multiple d'ordre r, Viquation H =z o a une racine multiple d'or- 
dre 2(r — i) en ce point et H est nigaiive en dehors de ce point. Si H 
est positive pour toutes les valeurs de la variable , toutes les racines des 
deux iquations a" = o, H=:o sont imaginaires, 

Peut-^tre la demonstration suivante , de la plus grande partie de 
ce th6or6me, pourra-t-elle interesser les lecteurs des Rendiconti. 



(*) Tome III (1889), fasc. i (janvier-fevrier), p. 22-26. 
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I. Si le support 1 des n points A^ , A^^ , . . , A^de Viquation bi- 
noire fl" = o supposis rich et distincts est divisl par ces points dans ks n 
segments A^A^ = s^ ^ A^A^ = s^, . . . , A^qqA^ = s„ et que Von diter- 
mine le premier sysieme polaire de ces n points par rapport a un point 
quelconque P du segment Sj^ comme poky chacun des autres segments con- 
tiendra un de ces n — i points. Et si P va co'incider avec Aj, , le point 
du systeme polaire, qui se trouvait sur s,^_^ , coincide igalement avec Aj,, 

Ce thter^me se demontre d'une maniire bien simple. En eflfet , 
r^quation 

du systeme polaire en question mise sous la forme entiire 



^PA^. XA,. XA^... XA, = 



se r6duit dans les deux hypotheses X-= A^ et X = A^^ aux termes 

uniques 

^A^ . A^ A^ . A^ A^ , . , A^ "»+x • • • ^i^n > 

dont les facteurs correspondants ont le mfime signe i I'exception du 
couple A^ A^^ et -4,^^ A. pour i ^ kti des deux couples PA^ et PA^^ , 
A^ A^^ et ^.^j A^ pour i = k. Done ces deux termes admettent des 
signes contraires pour / p^ ^ et des signes igaux pour i = k. Cela 
prouve que chacun des segments contient un nombre impair de points 
du systime form^ par le point P et son premier systteie polaire. Et 
comme le nombre total de ces points est w, chaque segment en con- 
tient un seul. 

Quand P se meut vers Aj^ de maniire i coincider avec ce point, 
le seul terme du premier membre de T^quation, qui tout d'abord ne 
s'annulait pas pour X-=:Aj^y s'annuUe igalement et Aj^ fait partie du 
systime polaire. Dans ce cas les deux points du systime compost de P 
et de son systime polaire situ6s sur les deux s^ments Sj^_^ et J^ coin- 
cident en Aj,. 

Rend. Circ, Matem,, t III, parte i.*— Stampato 11 aa luglio 1889. 21. 
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Le th^or^me que nous venons de dimontrer est Textension pro- 
jective du thiorime de RollCy qui en forme le cas particulier lorsque le 
p61e P se trouve i Tinfini. II contient le germe de la th6orie entiire 
des systimes polaires, dont nous rappelons les propri^t^s suivantes: 

a) Si Q fait partie du i-iime systime polaire de P par rapport 
k aly P fait partie du (n — kyihrnc systime polaire de Q par rapport 
i a" (Equation de definition). 

b) Un point multiple A^ d'ordre r de al fait partie (r — i)-fois 
du premier syst^me polaire d'un point quelconque P, (r — 2)-fois du 
second, etc. 

c) Un point multiple A^ d'ordre r de a" fait partie r-fois de cha- 
que systime polaire de A^ , dont le nombre des points n'est pas inf6- 
rieur k r, tandis que ces systfemes d'ordre inf^rieur sont ind^terminfa. 

d) Si Q ^t un point, double du W^me systime polaire de P, P 
est un point double du (n — k — i)-ieme syst^me de Q. 

r) La Hessienne H=o determine les points doubles Q des pre- 
miers systimes polaires, savoir les points Q dont les syst^mes polaires 
du second ordre se composent d'un point double. 

2. Si toutes les racines de fl" = o sont rielles et distinctes Viqua- 
Hon if=o fl toutes ses racines imaginaires ^ de maniere que la forme 
H:=so est d* ordre pair et qu'elle a le mime signe pour toutes les valeurs 
rielles de la variabky^ 

En eflfet, par ce qu'il a 6t6 dit dans le n*' pricident, Thypothise 
faite par rapport aux racines de a" est contraire k la coincidence de 
deux points faisant partie d'un mSme syst^me polaire d'ordre quelcon- 
que; done etc. 

3. La forme H prend des valeurs du mime signe pour les racines 
rielles de al = o {mime lorsque cette iquation admet des couples de ra-- 
cines imaginaires conjuguies). Ainsi, si pour toutes les valeurs de la va- 
riabky H prend le signe contraire^ on doit en conclure que V iquation a 
toutes ses racines imaginaires, 

Supposons qu'i Taide de variations continues des coefficients on 
transforme Tequation a^ = 0, dont les racines sont rielles et distinctes, 
en une autre Equation donnie ^^ = ^ ^^^^^ plusieurs couples de racines 



SUR UN TfflfeORiME RELATIF A l'hESSIENNE d'unE FORME BINAIRE, l6) 

sont imaginaires conjugufa^ et repr^sentons par «" une forme intermi- 
diaire. Dans ce proc6d6 le nombre des racines rielles ne subit des chan- 

gements qu*au moment oii a" = o a deux racines igales, qui de rielles 
qu'elles itaient deviennent imaginaires conjugutes. Et ce principe Evi- 
dent s'applique de mfime i Tiquation 77=0, qui se transforme en 

i]r = o en passant par les formes intermddiaires H=zo. 

Supposons que les variations des coefficients de a" = o se fassent de 
maniire que des couples de racines r^elles deviennent imaginaires sans 
que, en passant, des autres couples de racines imaginaires redeviennent 
rfelles. Cela est possible d'une infinite de maniires, parce que chaque 
combinaison de p couples de racines conjugu6es avec n — 2p racines 
rfelles pent figurer comme les racines d'une Equation d'ordre n k coef- 
ficients riels. Faisons attention i ce qui arrive lorsque une des racines 

de iy= coincide avec une des racines de a* = o. Soit R le point 
correspondant i cette racine commune. Le systime polaire du second 

ordre de R est un point double parce que R est un point de /f = o. 
Et ce systime contient le point R lui-m^me, parce que le p61e R est 

un point de fl" = o. Done ce systime polaire se compose de R compt6 
deux fois. Mais cela n'est possible que lorsque R est un point 

double de «" =: o. Ainsi Ton trouve qu'un point riel de ^* = o cor- 
respond toujours i une valeur de H qui a le m^me signe. Car au 
moment oil cette valeur se prepare k changer de signe en devenant 
z^ro (*) le point en question s'esquive en devenant imaginaire, etc. (**) 



(*) I! va Sins dire que le changement de signe de H en un point de "aJJ = o 
en passant par infiniment grand s*exclut sans peine. Car, si les coordonn^es homo- 

g6nes X, ct Xj repr^sentent des v^ritables distances, H ne pent devenir infini qu'au 
point infiniracnt dioignc de / et i'on peut ^viter ce point dans la transformation 
de a* = o. 

X 

(**) Comme on sait on a le th^orfeme suivant : Quand a" = o a une racine 

double en R, H= o a ausH une racine double en R, Et quand pour ii" = o cette racine 

double est la transition de deux racines rielles h deux racines imaginaires^ elle forme ri^ 
ciproquement la transition de deux racines imaginaires a deux racines rielles pour Hssq, 



1^4 



p. - H. S C H O U T E. 



4. Si H est le diterminant des dcrivics partiellcs du second ordre 
dc dl k signe en question est le signe nigatif. 

Ea eflFet, la supposition que al soit remplace par i"~' x^ fait trouver 
pour la valeur de H au point x^ = : 



—I «-«— 2 



2 («— i) b, tr* xT\ («— i)tr'< 



(n-OCV 



,11—2 
2 > 



=«(w-.iytr'^r''. 



Groniogue, 21 fi&vrier 1889. 



P. -H. SCHOUTE. 
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LA TRASFORMAZIONE QUADRATICA (2, 2). 



Nota di P. V i 8 a 1 1 i , in Reggio Calabria. 



AJuaanZA del 14 aprile 1889. 



I . Sieno dati due piani ir, ir' ed esista fra essi una corrispondenza 
tale che ad una coppia di punti (detti congiunti) di un piano corri- 
sponda una coppia di punti dell'altro piano e reciprocamente; e che 
ad una retta qualunque di un piano, per es. di ir, corrisponda in ir' 
una conica, luogo delle coppie di punti congiunti corrispondenti ai 
punti della retta. 

Una retta di tc' sega una conica dello stesso piano, corrispondente 
ad una retta delPaltro, in due punti; quindi : 

Alle rette di ir' corrispondono coniche di x. 

Le coniche di un piano, corrispondenti alle rette dell'altro, non 
possono avere punti fissi in comune (punti fondamentali); perchi se 
dinotiamo con A^ , A due punti congiunti di ju e con ^, b due rette 
qualunque condotte per A^ e per A, le coniche a', fJ', corrispondenti alle 
due rette devono segarsi in due punti congiunti corrispondenti alia 
coppia A^ , A ed in altri due punti congiunti corrispondenti al punto 
ai, e percio non possono avere altri punti in comune. 

Una rotta a di tt sega un'altra retta i e la curva congiunta a b 
(luogo dei punti congiunti ai punti di b) in tanti punti quante sono 
le coppie dei punti d'intersezione delle due coniche corrispondenti , 
quindi la curva congiunta ad una retta e un'altra retta. 
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Poichi sopra una retta non vi possono essere coppie di punti con- 
giunti , ne segue che il punto comune a due rette congiunte h un 
punto doppio ; cioi : In ogni piano la curva doppia (luogo dei punti 
congiunti infinitamente vicini) e una retta, 

Sopra ogni conica di ir (ir') corrispondente ad una retta delPal- 
tro piano, le coppie di punti congiunti formano un'involuzione e i due 
punti doppi sono i punti ove la conica sega la retta doppia [in dire- 
zione principale (*) ]; quindi : 

Alia retta doppia di ciascun piano corrisponde una conica, che e la 
curva limite delValtro piano, 

Anche sulla conica limite di ciascun piano le coppie di punti con- 
giunti formano un'involuzione i cui punti doppi sono quelli ove la 
conica s^a la retta doppia. I punti corrispondenti a ciascuno di que- 
sti punti comuni alia retta doppia ed alia conica limite, devono essere 
infinitamente vicini ; doh trovarsi nei punti d'intersezione della retta 
doppia e della conica limite dell'altro piano. 

Una retta qualunque di un piano, per es. t:, sega la retta doppia 
in due punti infinitamente vicini e non congiunti (cio^ non la sega 
in generale in direzione principale) ; quindi la conica limite dell'altro 
piano 1^ h toccata in due punti congiunti dalla conica, che corrisponde 
alia retta ; ed i punti ove questa conica sega la retta doppia sono i 
corrispondenti a quelli ove la retta data di tc sega la conica limite dello 
stesso piano. 

2. A tutte le rette di un fascid, che passano per uno stesso punto 
della retta doppia, corrispondono coniche, che formano un fascio e toc; 
cano la conica limite, corrispondente alia retta doppia, nei due punti 
congiunti corrispondenti al centro del fascio. 

Agli altri fasci di rette di ciascun piano, che non hanno i centri 
sulla retta doppia, corrispondono nell'altro piano serie semplicemetite 
infinite di coniche d'indice due. 

Le coniche di ciascun piano , corrispondenti alle rette deU'altro , 



(^ Vedi D e P a o 1 i s , Le trasforma^ioni plane doppie. R. Accademia dei Liocei 
(i87fr-77)- 
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devono toccare la conica limite in due punti congiunti e ci6 equivale 
a tre condizioni; quindi esse formano un sistema doppiamente infinito 
e per due punti qualunque ^ , 5 di un piano ne passano due, quelle 
che corrispondono alle rette A'B'^ A^B[y dell'altro piano. 

3. Se due figure Ay B^ C, . . . , -4, , 5, , C, , . . . , di w(ir') sono 
congiunte (A, -^4, ; B, 5, ; C, C, ; . . . , sono coppie di punti congiunti), 
poichi le rette congiunte A By A^B^; AC, A^C^ ecc. si segano suUa 
retta doppia, le due figure sono omologiche e le rette, che uniscono 
le coppie di punti congiunti, passano per uno stesso punto 0{0') cen- 
tro di omologia che 6 un punto doppio isolato del piano ir(ir'). Pos- 
siamo quindi dire : 

In ciascun. piano esiste una retta doppia ed un punto doppio fuori 
della retta. 

Tutte le coppie di punti congiunti sono allineati col punto doppio O^O) 
e divise armonicamente da e dalla retta doppia; di modo che sopra una 
retta qualunque^ condotta per 0{0') vi sono infinite coppie di punti con- 
giunti che formano un'involu:(ione i cui punti doppi sono 0{0') ed il punto 
ove la retta sega (in dire:(ione principale) la retta doppia. 

Una retta r condotta per O & segata da una retta qualunque s in 
un punto; quindi la curva corrispondente ad r s^heri la conica cor- 
rispondente ad s in due punti congiunti e perci6 sari una retta che 
passeri per 0'; quindi : 

Ad una retta passante per corrisponde una retta passante per O t 
reciprocamente, 

I due fasci di raggi aventi i centri in y O sono proietiivi ed alU 
tangenti condotte da O alia conica limite di n corrispondono le tangenti 
condotte da 0' alia conica limite di ir'. 

Al punto O corrisponde 0\ 

II punto O(O') k il polo della retta doppia rispetto a tutte le coni- 
che di ^(ir') che corrispondono alle rette dell'altro piano. 

Una curva <|/ d'ordine n del piano '7c(tc') s^a una cotuca del si- 
stema in 2n punti, a ciascuno dei quali corrispondono due punti situati 
sulla curva ^' corrispondente a vj; e sulle due rette corrispondenti alia 
conica; quindi la curva ^' & dell'ordine in; e se ^ ha un punto f-plo 
in h ^' ne avri uno 2r-plo in 0'. 
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4. Tiitte le considcrazioni fatte sin qui continuano a sussistere 
quando i due piani r e tt' coinciJono. In tal caso diremo prima c sc- 
conda figura anziche piano r e tt'. 

Si presenta il problema di trovarc il numero del punti uniti; cioe 
dei punti che considerati appartenenti ad una figura coincidono con 
uno dei loro corrispondenti. 

I due fasci di raggi avcnti i centri in ed 0' sono projettivi; 
quindi il luogo del punto d'incontro di due raggi corrispondenti e una 
conica \ che passa per ed 0' e tocca in questi punti i raggi che 
corrispondono al raggio 0' considerato come appartenente aU'uno o 
airaltro fascio. 

Alia conica \ , considerata come appartenente alia prima figura , 
corrisponde una curva V del quarto ordine avente un punto doppio 
in 0\ Questa curva sega \ in sei punti, che sono uniti; perche cia- 
scuno di essi, considerato come appartenente ad una figura, coincide 
con uno dei corrispondenti dell'altra figura. 

5. Abbiamo detto che ad un fascio di raggi di centro P della 
prima figura corrisponde una serie semplicemente infinita di coniche. 

Qual'& il luogo dei punti ove una retta del fascio sega la conica 
corrispondente ? 

Per un punto qualunque A di una data retta a passa un raggio 
del fascio (P) al quale corrisponde una conica, che sega a in due punti, 
che diremo A'y A\, Viceversa: per un punto A' di a passano due co- 
niche della serie sudetta alle quali corrispondono dv.e rette del fascio, 
che segano in due punti A la retta a. In tal modo vi 6 fra i punti A 
ed A^ della retta a una corrispondenza (2, 2) e quindi vi sono quattro 
punti A ciascuno dei quali coincide con uno dei suoi corrispondenti; 
e perci6 il luogo dei punti comuni alle rette del fascio (P) della prima 
figura ed alle coniche corrispondenti della seconda c una curva ^p del 
quarto ordine con un punto doppio in P e che passa per i sei punti uniti. 

Questa curva si pu6 anche definire come // It^go di un punto 
della seconda figura^ tale che unito con u no dei suoi due punti corrispon- 
denti della prima figura, da una retta che passa per P. 

Analogamente per ogni punto P esiste un'altra curva del quarto 
ordine, che diremo 9? , la quale ha un punto doppio in P, passa per 
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i sei punti uniti ed i il luogo di un punto della prima figura , che 
unito con uno dei due punti che gli corrispondono nella seconda, d^ 
una retta passante per P, 

Risulta chiaro da quanto si i detto che sopra ogni retta vi sono 
quattro punti, che consideraii come appartenenti alia prima figura, si 
trovano con uno dei loro corrispondenti allineati con P, e ve ne sono 
altri quattro che godono di ugual propriety se si considerano come 
appartenenti alia seconda figura. 

Le curve <fp , <|/p appartenenti ad uno stesso punto P si segano 5 
oltre che in P e nei sei punti uniti , in altri sei punti ciascuno dei 
quali gode della proprietii, che suUa retta che lo unisce a P si tro- 
vano uno dei punti della prima figura ed uno della seconda , i quali 
corrispondono al detto punto considerato rispettivamente come punto 
della seconda o della prima figura. 

Ad un punto qualunque A^ corrispondono due punti A della prima 
figura e due punti A' della seconda^ secondo che A^ si consideri come 
appartenente alia seconda od alia prima figura. Ora in generale nes- 
suno dei due raggi A^ A coincide con uno dei raggi A^ A^; per6 vi fe 
un numero semplicemente infinito di raggi che godono di questa pro- 
prieti e questi raggi sono quelli dei sei fasci, che hanno i centri nei 
sei punti uniti ed altri che inviluppano una curva della sesta classe. 

6. Nei fare coincidere i due piani w, ir' si pu6 fare in mode che i 
due fasci projettivi (O), (0') abbiano un raggio unitOj il raggio 0'. 
In tal caso la conica \, luogo dei punti d'intersezione dei raggi cor- 
rispondenti, si spezza in una retta che diremo / e nella retta O O. Aila 
retta /, considerata come appartenente ad una figura, corrisponde nel- 
I'altra una conica che la sega in due punti, che sono due punti uniti. 
Inoltre suUa retta 0' vi sono altri quattro punti uniti; poichi su que- 
sta retta le coppie di punti conglunti della prima figura e le corrispon- 
denti coppie della seconda formano due involuzioni quadratiche, e vi 
sono quattro punti ciascuno dei quali coincide con uno dei corrispondenti. 

7. La trasformazione si diri involutoria se ad una coppia di punti 
corrisponde la stessa coppia , sia che si consideri come appartenente 
alia prima o alia seconda figura. 

Rind. Circ. MaUm., t. Ill, parte i/— Stampato 11 33 luglio i889, 33, 
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£ necessario allora che i punti 0, O' coincidano, ed anche de- 
vono coincidere le rette doppie e le coniche limiti corrispondenti. 

Ad una retta per corrisponde un'altra retta per 0, e le coppie 
di raggi corrispondenti sono in involuzione. 

Su ciascuno dei due raggi doppi di questa involuzione le coppie 
di pUnti congiunti della prima figura e le coppie corrispondenti della 
seconda formano due involuzioni proiettive aventi gli stessi punti doppi 
ma tali che al solo punto doppio corrisponda lo stesso punto; perci6 
vi sono altri due punti uniti i quali formano una coppia di punti con- 
giunti. Di modo che i punti uniti sono distribuiti sopra i due raggi 
doppi deU'involuzione ; e sono il punto contato per due ed altri 
quattro, due su ciascun raggio. 

Se per6 i raggi doppi sono le tangenti condotte da alia conica 
limite, le involuzioni projettive, che formano su ciascun raggio le coppie 
di punti congiunti della prima figura e le coppie corrispondenti della 
seconda , hanno i punti doppi di comune e corrispondenti , e quindi 
non vi sono altri punti uniti. 

Si ha in tal caso che i punti uniti della trasforma:(ione sono il punto O 
ed i due punti ove la conica limite sega la retta doppia ciascuno contato 
due volte. 

Pu6 accadere infine che i raggi corrispondenti dei due fasci so- 
vrapposti e projettivi coincidano , ciascuno col suo corrispondente. In 
tal caso, oltre al punto doppio ed unito O, su ciascun raggio vi sono 
due punti congiunti ed uniti, il luogo dei quali e una conica unita, che 
non passa per O e che tocca la conica limite nei punti ove questa e segata 
dalla retta doppia. 



Reggio Calabria, marzo 1889. 



P. ViSALLI. 
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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSfiE A M. GUCCIA; 



Par M. H. - G. Z U t h n , k Copenhague. 



AdonaiUA del 28 tprile 1889. 



Croyant que le rapprochement des difFirentes m^thodes qui con- 
duisent aux mcmes resultats est toujours utile pour iclaircir ceux-ci des 
diffirents cot^s, je me permets de vous communiquer ici une nouvelle 
demonstration du Lemme general qui sert de base des thiorimes 6nonc6s 
dans votre communication du 6 Janvier 1889 aux « Rendiconti della 
R. Accademia dei Lincei ». 

Je commence par faire remarquer que je prends pour point de 
depart de Titude sur les genres des courbes la determination de Ri e- 
mann, ou la suivante qui n'en est que la traduction dans le langage 
algebro-g6om6trique (*) : 

(i) 2(/> — i) = n' +y ((J — i) _ 2«, 



(*) Je me permets de renvoyer it mes articles dans les tomes III et IK des 
Matlyematische Annalen et dans le tome I des Acta Mathematical oCi cette determi- 
nation du genre sert de base de mon eiLtension du th^or&me sur la conservation du 
genre. 
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06 n est I'ordrc 3e la courbc, «' sa classe, <j le degri de multiplicity 
d'une branche multiple quelconque, et ou la somme y^ est etendue 
i toutes les branches multiples de la courbe. Si la courbe n'a que des 
singularit6s Pliick^riennes, toutes les branches multiples formeront des 
points cuspidaux (<7 = 2), et y (<i — i) sera 6gal au nombre de ces 
points. Dans ce mcme cas on trouve , en exprimant la classe «' au 
moyen de la premiere formule Pluckirienne , Texpression ordinaire 
du genre 

(,) ^= <"-'f-'> -i>, 

oh D est la somme des nombres des points doubles et des points 
cuspidaux. 

L'expression (i) a sur Texpression (2) Tavantage qu'elle difinit 
exactement I'influence des singularity compostes. 

Considirons^ par exemple, la courbe 

/i- /»•••/, = 

compos6e de s courbes des ordres «, , w, , . . . , «^ et des genres 

Pi9 p2y ' ' ' 9 Pi* L^ S^^^^ P ^^ '^ courbc composie ohiknt par la for- 
mule (i) une signification immediate et diffirente de celle que vous 
lui avez attribuee par une nouvelle difiniiion (*) dans le n** 5 de votre 
communication. Comme les nombres n, w' et^(<r — i) qui appar- 
tiennent ^ la courbe composie se forment par une simple addition, on 
voit que 

2(/. - l) = 2{p, _ I) + 2(/>,- I) + . . . + 2{p, - I) , 

OU bien que 

(3) i>=A +/»,+ . ..+/'.--f+ I. 



(*) Note afautie & la lecture de Vipreuve : Avant rarriv^ de la pr^sente lettre, 
M. Gucci a avait abaodoan^ cctte nouvelle d^lmition en £iveur de la mtmt si- 
gnification du genre d'une courbe composie que je defends ici. (Foir sa communi- 
cation i TAcadtoiie des Unai du 7 avril i889» vol. V, i«r semestre, p. 496). 
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Le genre p de la courbe itant trouvi, la formule (2) donnera une 
determination, a posteriori y de Tabaissement D du genre d'une courbe 
d'ordre donni qui rfaulte de ses points singuliers. 

Je me contenterai ici de considirer une courbe /,./, = o com- 
pos6e de deux courbes (s = 2). 

En d^ignant par D, et D, les abaissements diis aux singularity 
respectives de /, = o et de /, = o, on trouve par la substitution dcs 
expressions (2) des genres dans la formule (3) 

^n—iXn—2) ry_ (n—iXn—2) (n — i Xn,— 2 ) ^ 



ce qui donne 

(4) D=:D, + D, + n,n,. 

L'abaissement du aux intersections de /, = o et /, := o est doxK 
indlpendant de la position respective des deux courbes, et igal au nombre 
algibrique, foumi par le thtor^me de B^zout, des points d 'intersection. 

Apres ces pr61iminaires je me toume i votre Lemme. a Soient 
« [/*J = o, [/J = , . . . , [/J = les Equations de s courbes algi- 
« briqucs quelconques, des genres respectifs p^y p^ ^ ...,/>,, et telles 
« que Ic premier mcmbre de Tiquation [/)] = o contienne, liniairement, 
a des paramitres arbitraires \ , , \ , , .... Soit D^y le nombre des 
« intersections des courbes / = o, yj = o des systemes [/J = 0, [f^ := o 
« qui varient avec les param6tres \ , , \, » , • • • > \-, 1 > ^/.i * • • • • Soit 
« encore p le genre de la courbe irr^ductible 

p^^fi'fi -' fs+ i^fi'f^ • • • r/= o» 

« ou (A est une constante arbitraire et /J, yj' sont des poljoidmes / 
« determines par deux systimes quelconques de paramitres X^^ , , \,, . . . . 
« Alors la relation suivante aura lieu entre D^ . , p^^ p et 5 : 



»./ 
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• 



« Oil les sommes V sont 6tendues k /=i, 2, ...,5;/=i, 
« 2 , ... , I — 1,1+ I J • • • J •^- ^> 

C'est bien entendu, 1° qu'aucun des polyn6mes [/"J , [/,] , . . . , 
[Q ne contienne en facteur une fonction rationnelle en a: et _y et in- 
dipendante des param^tres variables (*), et 2° que p et p. soient les 
valenrs gtoirales des genres et non pas les valeurs r^duites qu'on peut 
avoir pour des valeurs particuliires des paramitres \ et' (x. 

Nous avons d6ji trouv6 le genre de la courbe F^ = o, correspon- 
dante k (a = o, ou bien de la courbe compos^e /^ . /^ .../'=: o : il 
est 6gal k 

i 

Pour avoir Texpression gte^rale du genre p de F^=zo, il faut 
y ajouter la diflfiference de I'abaissement dti aux points singuliers de 
la courbe compos6e /, . /^ . . . ^T =: o de celui qui r^sulte des points 
singuliers d'une courbe g6n6rale F^. En 6tablissant que ce nombre est 
^ali2!^i,;> j'^urai d^montri votre Lemme. 

hi 

H est clair, premi6rement, que les T^ D. ^ points d 'intersection va- 



»w 



riables des courbes /, = o, /, = o , ...,/,=: ne correspondent 
pas k des points doubles de toutes les courbes F^ =: 0; car les courbes 
d'un faisceau n'ont des points doubles variables que dans le cas, exclu ici, 
oi une courbe fixe fait partie de toutes les courbes du faisceau. ^11 s'agit 
done seulement de prouver que Tabaissement du genre dc F^ = o dii i un 
point fixe P d'une ou de plusieurs courbes / =: est 6gal i celui du 
genre de la courbe g^nirale F^^ =: o resultant de sa singularity au m^me 
point. Cela est Evident dans le cas oili seulement des branches sim- 
ples des courbes / = passent par le point; car un point r-tuple de 



(*) Cette condition ne manque nuUement dans votre ^nonce ; car sans elle la 
courbe F^ ne serait pas irr^ductible. Vous exprimez la condition suivante, en appe- 
lant arbitraires les param^tres X et (x. 
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/', . /^ . . . /J= o et de f[' . /i' . . . /7 = o sera un point r-tuple de cha- 
que courbe du faisceau 

(s) /;./;••./: + f*/:'-y:'...y:'=o. 

Pour voir que la mfime chose a lieu pour un point fixe P oil 
une ou plusieurs des courbes /^ = o, /, = o , ...,/, = o ont des 
sigularitis quelconques, il suffit de d^moritrer qu'aucun point de con- 
tact d'une tangente nien^e d'un point arbitrairement choisi, A, k la 
courbe F^=zo ne coincide avec ce point fixe pour (a = o; car sans 
cette coincidence ni I'influence du point singulier sur la classe de la courbe 
Fjj=:o, ni le nombre des branches passant par le point, ni leur de- 
gr6 de multiplicit6 ne subira aucune alteration pour (a = o. Alors on 
verra de la formule(i) que ni non plus I'influence du point singulier 
sur le genre de F^:=zo ne subira aucune modification pour (a = o. 
Si nous d^signons par (/^ =: o, (fj^ = o les polaires de A par 
rapport aux courbes /[ = o^ /'' = o, la polaire de A par rapport i F^^ = o 
aura I'^quation 

( (f.). /;..•/:+/;. (/;).../; + ...+/:./:...(/d 

(6) 

En climinant (a entre cette Equation et V Equation Fj^ = o on 
trouve 

V.7^ ^> I 7? T • • • T^ /> — ^77 I 757 T • • • T^ /y/ > 

qui repr^sente le lieu de tous les points de contact des tangentes 
menses de A aux courbes du faisceau F^^ = o. Ce lieu a un nombre 
limit6 de branches passant par le point singulier P. 11 faut d^montrer 
qu'on pent, en tout cas, choisir les courbes fl de maniire qu* aucun 
des points qui se trouvent sur ces branches k une distance infiniment 
petite de P ne soit le point de contact d'une tangente men6e de A 
^ celle des courbes du faisceau F^ = o qui correspond k une valeur 
infiniment petite de fi. 
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En eflFet, si (a devient infinimenc petit Tequation (5) demande 

qu'au moins un des rapports |-^ devienne en mcme temps infiniment 

J t 

petit. Or, i cause de la composition lincaire des polynomes [/j], on 
pent remplacer la courbe /[ =: , s'il en est besoin, par une courbe 
quelconque du faisceau, f[ + ^/r= o- En cvitant, pour tous les suffixes 
I les valeurs de v correspondant aux courbes du faisceau qui ont avec 
la courbe repr&ent6e par T^quation (7) plusieurs points d 'intersection 
coincidant avec P que les autres courbes du faisceau, on evitera que [x 
ne devienne infiniment petit en mcme temps qu' un point d 'intersection, 
variable avec (a, de la courbe F^^ = et de la courbe polaire (6), coincide 
avec P. On ivitera ainsi pour jji = o les alterations de la singularity 
de F,^ = au point P qui pourraient avoir de Tinfluence sur le genre 
de F^ = o. 

Votre Lemme est done d^montre , aussi de cctte manicre. Peut- 
fitre les deraiires considerations vous paraitront-elles moins simples 
que votre renvoi au th^oreme de M. Nother; mais , si je ne rae 
trompe pas, on n'en a pas besoin pour les applications de votre Lem?nt, 
ou, du moins, pour une partie de ces applications. 

Si je vous ai bien compris, vous vous servez dans le n'' 5 de 
votre communication d^ja cit6e, du nombre que vous appeliez alors 
le genre de la courbe compos^e, pour determiner le nombre V d^j des 

points d'intersection simples. Pour definir ce genre vous fciites usage des 
abaissements E^,^ du genre dils aux singularitis de la courbe composie qui 
ont lieu aux points d'intersection multiples. Or votre Lemme exprime que 
ces abaissements sont igaux i ceux du genre d'une courbe plus gin^rale 
F^ = o; il sera done fort utile, si vous fites en possession d'un proc^de 
servant i determiner le genre de cette courbe generale, et qui est moins 
applicable au cas particulieroii(ii = o. Si, aucontraire, vous determinez 
immediatement les abaissements, correspondants i la courbe composee, 
la formule (4) de la presente lettre suffira pour parvenir aux memes 
applications de votre Lemme. En effet , en soustrayant des abaisse- 
ments les parties qui appartiennent aux courbes composantes, on aura 
les nombres des points d'intersection confondus, et en soustrayant ces 
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nombres totaux des points d 'intersection, on aura les nombres des points 
d 'intersection simples. 

J'avoue , du reste , qu' en gta6ral il me semblerait plus naturel 
de determiner, riciproqiiement, les abaissements au moyen des nombres 
de points d 'intersection confondus. 

Je ne vois done pas clairement comment , en giniral, les abais- 
sements et ce.qui a igard au genre pent servir au d^nombrement en 
question des points d 'intersection confondus des courbes ; mais dans 
un cas particulier, celui oh il faut determiner la classe et le nombre des 
singularitis Pliickeriennes d'une courbe , donnie comme lieu g6om6- 
trique, je me sers depuis longtemps d'une application du genre diff6- 
rente de celle que vous indiquez dans vos n°* 6 et 7. Je me permets 
d'exposer ici bri^vement mon proc6d6 dont vous trouverez un exam- 
ple dans ma Note sur un prohleme de Steiner (*). 

La definition du lieu conduit , ordinairement sans beaucoup de 
difficuUe, i I'ordre du lieu et i la determination de ses branches mul- 
tiples. Une determination directe de sa classe et des points d'intersection 
de branches differentes entre elles , serait , en general , plus difficile; 
mais on pent y substituer la determination directe du genre de la courbe. 
En efFet, la definition du heu conduit, ordinairement, k une correspon- 
dance du lieu cherche avec une courbe plus simple dont on pent sup- 
poser connu le genre. Si leurs points se correspondent un-i-un, les 
deux courbes seront du meme genre, et si la correspondance de leurs 
points est multiforme, on pourra faire usage de I'extension du theo- 
rime sur la conservation du genre. Le genre etant trouve, la formule (i) 
servira i determiner la classe, et la formule (2) J determiner I'abaisse- 
ment total jD dQ i tous les points multiples. En en soustrayant les 
abbaissements diis aux singularites formees par les branches multiples, 
on aura le nombre des points doubles formes par I'intersection de bran- 
ches simples. Les formules Pliickeriennes, 06 celles qu'on deduitde(i) 
et (2) par le principe de dualite, serviront 4 determiner les nombres des 
tangentes d'inflexion et des tangentes doubles. Au premier nombre sera 



(*) Bulhtin di Darboux, 2* s^rie, t. XI. 

Rind. Circ. MaUm., t III, parte i/— Stampato il 23 luglio 1889. 23, 
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compris, selon urf ♦htortme de M. Halphen, (r—s — i) fois la tan- 
gente i une branche 5-tuple, si elle a avec la branche r points d'inter- 
section confondus. 



Copenhague, le lo avril 1889. 



H. - G. Z R U T H E N, 



U CERTI GRUPPI ASSOCIATI DI PUNTI; 

Nota diGuido Caatelnuovo, in Torioo. 



jgomento di Geometria proiettiva eleraentare qui trattato fu 
Ite oggetto di studio iicl piano e nello spazio a trc dimeusio- 
Gli eleganti risultad che si ottennero, ci lecero sorgere il de- 
ii esporlo con un metodo semplice ed unitbrmc, il quale per- 
di aggiungerae altri e di estenderli agli spazi superiori. Cos! d 
itij una applicazione dei gnippi associati ad una teoria interes- 
campi pill elevati, quale i quells dei gruppi di punti base dei 
ineari di quadriche; il piu semplice di tali gruppi (") si tiova 
cell'ultiino paragrafo del presente lavoro. AUre applicazioui 
alle curve e rigate ellittiche) avremmo forse potuto esporre , 
^se fin da principio non ci fossimo imposti la massinia brevita in un 
]• soggetto cosi elementare. 



(•) Per il pijno vftii Sturm; Djs Probltm Jer ProjulivitAt (Matb. Ann.. I), 

FtWei' CoUintation mid Cotrelatioii (Math. Ann. XXU); per i! piano e !o spazjo a ire 

p&nemioci, le due metnoric ricclie di multati del Rosane s: Veher tintar-abhanp^ 

\ fuiAliysltnu : Zur ThtorUderreciprokttiVeruiMdsehajUn(]oami\f^'iA>\\\. Bd.S8,90). 

O 1' gruppo di 11 punti di 5»_, studiito al n" 14 £ dctto il pill sempUct Ira 

i gruppi di punti bise di un sistema tineare Ji quidi iche, perdii- in un gruppo com- 

poito di ineno che I n punti apparltneati 3 S,^, il passaggio di una quadrica per al- 

cuni non porta mai di cooseguenu il passiggio pec ! cimanenti; questi uliinit gruppi 

not) prcjcniana quindi ae: 
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Quanto al nome di gruppi associati, lo abbiamo introdotto in 
luogo del linearabhdngigt Punktsystcme usato dal R o s a n e s per abbre- 
viare gli enunciati. 

1 . Nello spazio aw — i dimensioni 5„_, (ti ^ 2) si trovino 
due w-goni (*); siano a^, a^ , , . a„i vertici del priino, a^^ , a„^^ ... a^^ 
i vertici del secondo, e siano a, , a^ , ... a,, , a^^^ , a,,^^ ... a^^ le 
faccie dei due w-goni, essendo a, opposta ad a^, Diremo die i due 
gruppi, Tuno costituito dai 2n vertici a^ Taltro dalle in faccie a sono 
associati , e che in essi sono omologhi il vertice a^ e la faccia a. 
(1 =r I, 2, . . . 2w). Ci occuperemo di quelle proprieti dei due gruppi, 
nelle quali i 2w punti e \ in spazi (faccie) si comportano simmetri- 
camente; e che sono applicabili a due gruppi di 2n elementi, Tunc 
corrispondente al gruppo a^ , . . a^„ in una certa proiettiviti, Taltro 
corrispondente al gruppo a, . . . a^,, in un'altra proiettiviti. Da ci6 
la convenienza di estendere la precedente definizione. 

Due gruppi, ciascuno costituito da m elementi di una forma fon- 
damentaJe di specie n — i , si dicono associati se in un 5^, csistono 
due fi'goni tali y cheilprimo gruppo siaproiettivo al gruppo dei in vertici, e 
il secondo gruppo sia proiettiuo al gruppo delle 1 n faccie dei due n-goni; 
nei due gruppi si diranno omologhi due elementi che corrispondano ad 
un vertice e ad una faccia opposta in uno dei due f2-goni. 

2. Cosi i in vertici di due «-goni in 5„_, , e i 2w vertici di due 
n-goni appartenenti ad uno spazio 5^, e corrispondenti ai primi in 
una correlazione dinno due gruppi associati di 2 w punti; e le 2 n faccie 
dei due primi «-goni e le 2 n faccie degli ultimi due dinno due gruppi 
associati di m spazi. 

E in particolare se a, , . . a^, a\ . . . a^ sono due «-goni reci- 
proci Tuno dell' altro in una polariti di 5^,, i due gruppi di m 
punti 



,' _/ 



^l> ^» • • • ^«> ^I> ^2 • • • ^r 



(*) Chiamiamo n-gotto di 5',^_, la figura costituita da n punti indipendenti di 
Sft^i , c talvolta anche la figura duale costituita dagli n spazi a n — 2 dimeosioni (in 
breve dalle n faccie), che coogiungono questi vertici ad n — 1 , ad » — i . 
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sono associati; e sono omologhi ^ . , a' , se la faccia opposta ad a' 4 
lo spazio . polare di a-. 

Due gruppi associati di quattro elementi di due forme di prima specie 
sono proielt iviy t reciprocamenie; poichft se le due forme sono ad es. pun- 
teggiate ed ^, , a, , a^ , a^ ; a\ , < , a\ , a\ , sono i due gruppi asso- 
ciati, dovranno esistere per la definizione due coppie di punti bi b^ , b^ b^ 
di una punteggiata, tali che si abbia 



dal che segue 



{a,a,a^a,)'f{{b,b,b^b^) 
{a\a\a\a\)'K(bXh,b^). 



nello stesso modo si dimostra il reciproco. 

3 . Riprendiamo i due «-^oni generali di 5._, di vertici a, ... tf . , 
^itfi • • • ^2«> ^^ faccie a^ ... a^, a^^ ... a,^; consideriamo in essi 
un vertice qualuaque a^ ed una faccia a^^ che non sia opposta ad a, 
(t ^ i). Dico che i vertici dei due «-goni tranne fl,, a*, e le faccie degli 
«-goni tranne a,, a*, rispettivamente' proiettati da a^, s^ate da «», 
dinno due gruppi a3sociati di 2(n — i) elementi (il primo diretteper 
un punto, il secondo di spazi an — 2 dimensioni in uno spazio a n — i 
dimensioni). 

Distingueremo due casi, supponendo anzitutto che a, , olj^ non ap- 
partengano a uno stesso n-gono. 

Sia ad es. a. un vertice del primo n-gono, a^ una faccia del se- 
condo n-gono; consideriamo in a^ i due (n — i)-goni, I'uno costituito 
dalle intersezioni di a^ cogli spigoli (rette) del primo n-gono che escono 
da a^ , Taltro dagli n — i vertici del secondo n-gono che stanno in a^. 
I 2(n — i) vertici , e le 2(n — i) faccie di questi (n — i)-goni , 
costituiscono due gruppi associati per definizione; quindi anche il gruppo 
dei 2(n — i) raggi proiettanti da fl, quei 2(n — i) vertici i associate 
al gruppo delle 2(n — i) faccie. Ma i 2(n — i) raggi sono le con- 
giungenti di a, con tutti i rimanenti punti a tranne ai^; e le 2(n — i) 
faccie sono le intersezioni di a^ con tutti i rimanenti spazi % tranne 0L^ ; 
per consegucnza in qucsto caso il teorema 6 dimostrato. 
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Siano ora a. , a^ vertice e faccia (non opposta) in uno stesso n-gono, 
e per fissar le idee supponiamo i= i, jfe = 2. Preso un vertice ad 
arbitrio neiraltro «-gono, ad es. a^^ , e la faccia opposta a^, , si con- 
siderino in a^, i due (« — i)-goni, Tuno costituito dalle intersezioni 
di a^, coUe rette che da a, proiettano i punti a^y a^ , ,. a^ ed a^^ , 
Taltro dai punti a^^ , a^^ . . . a^^. D gruppo delle 2(n — i) rette che 
proiettano i vertici di questi (n — i)-goni da a, , i associate al gruppo dei 
2(n — i)spazi (a ti— 2 dimension!) proiezioni delle faccie degli (« — i)-goni 
su a, da fl^,. Ora le 2(n — i) rette sono le congiungenti di a, coi punti 
a^f a^ .. . a^y a^, , a^^ . . . fl,„ ; e i 2(n — i) spazi sono le intersezioni 
di a, coUe faccie a^ , a^ . . , a^ , a^, , a^, ... a,^ (*); cosl il teorema 
h dimostrato anche in questo caso. 

Se ora si bada alia definizione di due gruppi associati nella posi- 
zione piJi generale (i), si riconosce che il precedente teorema d^ en- 
gine all'altro : 

Se a^ ... a,„, a[ ... a[^ sono due gruppi associati di in punti 
in due spa:(i 5^, , e fissati nel pritno gruppo due punti arhitrari a. , ^^ 
e gli omologhi punti a,', a\ nel secondo gruppo y si proiettano irimanenti 
2(n — i) punti a da a^ e i rimanenti 2(n — i) punti a' da a\ su 
due spa:(i 5^,, si ottengono in questi due gruppi associati di 2(n — i) 
punti. 

4. Applicando pii volte questo teorema, si giunge al seguente : 
Se fl, . .. tf„, fl^ . . . a[^ sono due gruppi associati di 2« punti 
in due 5^, , e si fissano 2 k punti a,, . . . a^y ai^ \ . . ^/^ nel primo 
gruppo e gli omologhi j,', ... a\^, a\^ ... aj^ nel secondo , i rima- 
nenti 2{n — K) punti a e gli omologhi punti a' sono proiettati rispet- 



(*) In£itti se con a^ , ^4 • • • Am} ^w+i indichiamo i vertici del primo {n — i)- 

gone di a^j , U faccia opposta ad a^ congiunta con a^^ d4 uno spazio il quale 
passa per a, , e quindi contiene i punti a^ . . • a^ ; perci6 la proiezionc di questa faccia 
da a^i su a^ contiene i punti flj > a^ • . . ^n c coincide colla intersezione di %^,%^\ 

analogo ragionamento per le flUcie opposte ad a^ . . . a.. La fac:ia opposta ad a^^ 
k essa stessa Tintersezione di a^ con a^, . Le faccie del secondo (n— i)-gono di 
o^, , congiunte con a^^ , diinno poi evideatemente gli spazi o^^^ . . . 01^. 
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tivamente dagli spazi (a^, . . . Oj^), (aJ, . . . a!i^ sopra due spazi S^^_^ in 
due gruppi associati di 2(« — k) punti (*). 

In particolare per ft =:n — 2 (2): 

Se in 5^j , 5|^, si trovano due gruppi associati di 2 n punti , 
^1 • • • ^2n> ^i • • • ^U > quattro punti a t gli omologhi d sono pro- 
iettati rispettivamente dalfS^^ congiungente n — 2 fra i rimanenti 2 (n — 2) 
punti a , e dalV 5^^ congiungente quelli n — 2 ira i rimanenti punti 
a! che nan corrispondono ai punti a di 5^^, mediante due quaderne proiet" 
' true di spa:(i an — 2 dimensioni. 

5 . Da questo teorema si deducono importanti cons^enze. 
Siano ancora a^ . . . a^^y a[ . . . a[^ i due gruppi associati di 

2n punti giacenti nei due spazi 5^, , Sl_^, I punti a', , a^ . . . c(^ de- 
terminano in generale una curva razionale C d*ordine n — i, che passa 
per essi. Ora se indichiamo con S^^^ lo spazio dei punti a^^ . . . fl,,e 
con Sl^^ lo spazio dei punti a', • . . o^, , fl^, ... tf^, (i^in — i), 
si ha 

S^, (a, a^, a^ a^) a S'^^ « <,, <^, (^ a («^.« <fa ^. 

indicando con quest'ultimo simbolo il rapporto anarmonico dei quattro 
punti d^y a^j , a^, , a\ su C. Attribuendo ad 1 i valori i, 2 . . . n — i, si 
giunge al teorema : 

In due gruppi associati di 2 n punti giacenti in due 5^, , gli spas(i 
che proiettano n + 2 punti di un gruppo dallo spa:(io S^^ dei rimanenti 
punti del gruppo, formano unfascio proiettiuo alia punteggiata deglionuh 
login n + 2 punti dell'altro gruppo sulla curva razumak normale che U 
contiene. 

6. Due gruppi associati ad uno stesso sono proiettivi tra loro. 



Se i due gruppi associati primitivi sono costituiti dai punti e dalle fiiccie di doe 
it-goni in 5*^,, ed n essendopari, ^ A = - , si ha: I verticie le iacde di un ii-goao 
di S,^^ sono risp. proiettati e segati da uno spazio S^ mediante due groppi asso- 
ciati di n elementi. 
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Siano i, . . . i,, , ^, . . . c„ i due gruppi di 2 « punti di S'^^ , 5]^, 
associati alio stesso gruppo a, . . . ^„. Si stabilisca fra 5^, , 5^, To- 
mografia che muta i punti c^ , . . c^^ negli omologhi i, . . . i^, ; ai 
punti c^j ... Cj^ corrispondano in 5^^, i punti i^^, ... b[^, 

Allora se I 6 uno dei numeri n + 2, « + 3, ... 2n le due 
punteggiate (b^ i, . . . i^, ij, (i, t, . . . i^, fc,') suUe due curve razionali 
normali determinate da questi punti sono proiettive per il teorema 
precedente. Ma le due curve razionali coincidono; perchi hanno ff+i 
punti comuni b^, b^ . . , b^^ , ed inoltre i gruppi di questi n + i 
punti suUci due curve sono proiettivi (*). Dunque i. coincide con V^ , 
ed 1 due gruppi ^, . . . ^„ , ^, . . . ^„ si corrispondono in una omo- 
grafia. 

7. Da questa osservazione segue un notevole teorema. Siano 

due gruppi associati di in punti di S^^ , 5^__j ; formiamo coi 2n punti a due 
n-goni che non abbiano vertici comuni, ad es. i due a, ... a., a^^ • • • ^a« 
e siano a, ... a^ , a^, ... a^^ le faccie di questi «-goni. Coi punti 
omologhi a' formiamo pure due fi-goni e stabiliamo la correlazione 
che muta a^ . . . a^ a^, in a[ . . . a[ 0!^^ \ per questa correlazione 
«^a • • • «ai. si portino in <;, . . , <„ . Allora il gruppo a; . . . < o!^, a'^, ... <. 
i (2) associato al gruppo Ci . . . a„ , e quindi proiettivo al gruppo 
a[ • • . flC^lfi^lfi • • • ^m'> devono dunque a'^^ . . . a'^^ coincidere 
coi punti fl|^, ... a[^; ossia : 

Se i 2n punti di un gruppo si distribuiscono in due n-goni , e coi 
punti omologhi del gruppo associato si formano due n-goni^ i primi n-goni 
corrispondono agli ultimi in una correla:^ione, 

8. Di.qui si vede come dati in 5^, i m punti a, ... tx^ e in 
•51-1 ^ + ^ punti fl', ... a^, , si possano in quest'ultimo spazio co- 

(*) Infatti un punto qualunque dell a prima curva e I'omologo della seconda (ia 
questa proiettivitil) sono proiettati da ciascuna £iccia dell'(n—i)*gono 2>i . . . 2>,^, 
mediante due spazi coinddenti; dal che segue che quel due. punti coincidono. 
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struire n — i punti a'^^ . . . a[„ i quali con a\ , . . a^^^ diano un gruppo 
associate ad a, ... «,„ ; e ci6 in un sol modo, se si vuole che a[ sia 
omologo ad a., Perchi distribuiti i 2 n punti a in due »-goni a^ ... a^y 
^n+i • • • ^j« (^i faccie rispett. a^ ... a„ , a^^ . . . a„), basta stabilire 
la correlazione che muta a^ . . . a„ a^^^ in a\ ... fl', ^^^ ; quesui mu- 
teri a^j ... a^^ nei punti richiesti fl',^j ... flj„. 

La stessa costruzione pu6 farsi in un altro modo. Essendo i uno 
dei numeri w -f 2, n + 3 ... 2 «, si indichi con S^^ lo spazio de- 
term ina to dai punti a,^ . . . fl^, > ^h-i • • • ^a« > ^ ^^^ *^.^3 ^^ faccia 
an — 3 dimensioni dell' (n — i)-gono a[ ... «',_, , che i opposta 
al vertice a^, Dal n° 4 si ha 

la quale ci determina lo spazio che da 5]|^^ proietta fl^; attribuendo ad h 
i valori i, 2 . . . n — i, si ottengono « — i spazi a « — 2 dimensioni, 
i quali si segano precisamente nel punto a[. 

Da ci6 segue pure : affinchc un gruppo a\ ... a[^ sia associato al 
gruppo ^, . . . ^2rt > ^ necessario e sufficiente che gli spa:(i proiettanti da 
ciascuna faccia dtlV (n — iygono a\ ... a'^^ il vertice opposto, i punti 
^'n^Ut ^ ^^^ P^^ ^^^'^ ^^ rimanenti punti a\ costituiscano una quaderna 
proiettiva a quella degli spa:(i che proiettano i quattro punti omologhi a 
da quella faccia deir(n — i^-gono a^^ ... fl,^, che non contiene nessuno 
di questi quaitro punii (*). 

9. Se in una correla:(ione tra gU spa:(i S^^^ S'^^ di due gruppi as- 
sociati a^ . . . a^^y a[ . . . a'^^ , / punti a^y a^ . . . fl,^, sono coniun 
gati rispett. ai punti a\^ a\ ... a[^^ , anche i punti fl„ , o^, sono co- 
niugati (**). 

Indichiamo con U la correlazione dell'enunciato. Col punti a for- 



(*) In particolare 2 n punti arbitrari di un^ curva razionale normile di 5*^-1 ^^ 
stituiscono un gruppo associato a se stesso (ciascua punto essendo omologo a se 
stcsso): i 2n punti distribuiti in due n-goni d^uino due fi-goni autoreciproci in una 
polarity di 5*,^, (7); questa osservazione ci sara utile. ^ 

(**) Per « = 3 si ha un noto teorema dovuto a C 1 e b s c h. (Math. Ann., VI). 

Rend. Circ. Matem., t III, parte i.*— Stampato il 23 luglio 1889. 24. 
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miamo i due n-goni a^ ... a„, a^^ . . . a„ e coi punti a^ gli «-goni 
a[ ... fl^ , al,^^ ... fl^„ ; poi applichiamo alio spazio 5^_j la corre- 
lazione Q' che muta i vertici dei due ultimi n-goni nelle faccie dei 
due n-goni di 5^, (7). 

La correlazione Q seguita dalla U' di per prodotto una omografia 
tra i punti di 5*^, ; questa omografia porta i vertici deU'w-gono 
a, ... ^, in punti delle faccie opposte, e i priini n — i vertici dell'n- 
gono a^, ... fl,. in punti delle faccie opposte; quindi porteri anche 
I'ultimo vertice a^^ in un punto della faccia opposta a^^ (*). E poichi 
a,, i Tomologo di a[^ in Q! si conchiude che lo spazio corrispondente 
ad a^„ in H passa per a[„, 

10. Nei due spazi 5^, , S'^^ si trovino i due gruppi associati 
a, . . . a,„ , a^ . . . a[^. La coUineazione che muta i punti a\ya[ ... a^, 
nei punti fl, , fl, ... a^, , di 5„_, , porteri i punti a^^ ... a^« in certi 
punti b^ ... b,,di S^^; Qi due gruppi a, . . . a„^^a^, . . . a„. 



(*) Q6 per il teorema: Se in una omografia tra i punti di 5",^, un n-gono i 
circoscritto al proprio corrispondente , ogni n-gono del quale n — i faccie contengano i 
punti omologhi at vertici opposti, contiene nelV ultima faccia il punto omologo all' ultimo ver» 
iice. (Cfir. Segr e : Sur Us invariants de deux formes quadratiques. Math. Ann., XXIV). 
Del resto una dimostrazione semplice di questo teorema t la seguente. Assumendo 
come W'gono di riferimento l'«-gono unito dell 'omografia , al punto (x, , . . . x^ ) 
corrisponda neli'omografia il punto (a^ x^ , . . . a^ a:„ ). Siano i , 2 . . . n i vertici 

di un w-gono di 5",^, ed il vertice i abbia per coordinate x\ , . . . x„. Se indi- 
chiamo con A il determinante d'ordine n le cui orizzont ali sono costituite dalle coor- 
dinate dei punti 1,2 ... n, dovrii esser nullo il determinante A('\ che si ottiene 

da A sostituendo alia £-esima orizzjntale la linea flj J>c,'\ . . . a„xlp , se il punto 
omologo ad i sta nella faccia opposta ad i. Ora sviluppando A(>^ secondo questa oriz- 
zontale, ponendo successivamente 1 = 1,2 ... n e sommando , si trova 
1) A<0 + ACO -j- . . . + aW = ( a, + a, + . . . + an ) a. 

Di qui segue che se quelP n-gono & circoscritto al proprio omologo , essendo 
nuUo il primo menbro della i) ma non A, deve esser a, -}~ ^2 + • • • + ^ = o- Se 
poi questa uguaglianza sussiste e di un fi-gono 1,2 ... ft i punti omologhi al primi 
n — I vertici cadono nelle faccie opposte, essendo nullo il secondo membro della i), 
e nulli AC') , A^*) , .^ . A^*^^) , deve esser anche A('0 = o, ossia il punto omologo 
ad n deve cadere nella faccia opposta ad n. 
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fl, . . . a^, b^^ ... b^„ saranno associati. Quindi vi h una correlazione 
in 5^, per la quale ai due n-goni a^ ... a^, a^^^ a^^ ... a,„ corri- 
spondono i due ti-goni a, . . . a^, a^+^b^^ • • • *2«- Questa correlazione, 
la quale fa corrispondere ai vertici di un n-gono a^ . . .a„\t faccie opposte, 
h una polariti; il punto a^^ ha .per spazio polare tanto (a^^ . . . ^, J, 
quanto (b^^ . . . i„); questi due spazi devono adunque coincidere. 

Inoltre i due (n — i)-goni a^^ • • • ^w > ^«+j • • • *2« sono reci- 
proci Tunc dell' altro in una polariti ; quindi (2) i due gruppi di 
2(n — i) punti 

^iH-a • • • ^in^ui-x • • • ^an 
^iH*i • • • ^tn^M-l ' • • M 

sono associad. 

Queste osservazioni trasportate ai due gruppi associati primitivi 
dilnno i teoremi : 

Se a^ ... a^^ ^ a\ ... a[^ sono due gruppi associati^ Vomografia cht 
tnuta n + 1 tra i punti a (ad es. i primi « + i) negli omologhi punti 
a! y tnuta lo spa:(io (an — 2 dimensioni) dei rimanenti punti a nello 
spa:(io dei rimanenti punti a'. 

Se in questa omografia sono coppic di punti omologhi 

(^»+a> ^1+a) • • • (^M> Kn)» (P^iy ^a) • • • (*i« > ^w)> 



I due gruppi 



sono associati. 



^n+t • • • ^an^irfa • • • ^aii 
a^, . . . «j«t'iH^ • • . ^,„ 



1 1. Si considerino ancora i due gruppi associati a, . . . a^^ a^^ • • • ^a« > 
^, • • • ^n^x ^itfj • • • ^2.1 giacenti in 5^, e sia 5^, lo spazio dei 
punti a^^ ... fl„ , b^^ ... t,^ . Una curva razionaie C d'ordine 
n — 'I, passante per i punti fl, ... a„, a,^, s^hi lo spazio 5^, ne- 
gli w — I punti r,, ^, . . . c^^, I due n-goni fl, ... a^, a^^ ^, . . . ^^,, 
i cui vertici stanno su C, sono autoredproci in un sistema polare 
(8, nota), il quale h completamente determinato dal primo n^gono e 
dalla coppia a^^ , 5*^, di dementi corrispondenti; questo sistema po- 
lare coincide adunque con quello considerato nel paragrafo precedente. 
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Quindi V (n — i)-gono c^ , . . r„_, i autoreciproco in quella pola- 
riti di 5^, che i determinata dai due (n — i)-goni a^^ ... a,., 
^ii+a • • • ^a«' reciproci Tuno dell'altro. Da qui segue che i due gruppi 
di 2 (n — i) punti 

c^, c^ ... c^^^ a^^ . . . d^^ 

' Cl y C^ ... C,^j 0^^ . . . 0^^ 

sono associati. Ritomando ai due gruppi associati a, . . . tf,„ , fl^ . . . a'^^ 
di 5^. , 5' , , abbiamo il teorema : 

If I ' n I ' 

Nella omografia che muta i punti a^ , . , a^^ nei punti a\ ... a'^^ , 
una curva ra:(ionale normale C passante per i primi n + i punti si muti 
nella curva ra:(ionale normale C; allora il gruppo di 2{n — i) punti 
costituito dalle interse^ioni di C collo spa:^io (a^^ . . . fl„) e da qucsti 
ultimi punti a , e associato al gruppo costituito dalle interse^^ioni di C 
collo spaT^io {d^^ . . . a\^ e da questi ultimi punti a\ 

m 

12. Se a^ .. ,a^^,a[ .. , a[„ sono due gruppi associati di 5^, , 5^, , 
ad ogni spa^io S^^ di 5^, corrisponde uno spa^io unico e determinato 
S'^_^ di 5^, tale^che 

II teorema fu gii dimostrato in modo elementare per n = 3 (*). 
Noi quindi possiamo limitarci a provare che se vale per due gruppi 
associati di 2(n — i) punti appartenenti a due spazi i'^, , S'^_^^ vale 
pure per due gruppi di 2n punti tf, . . . fl„, a^ . . . a^^ di 5„_, , 5^,. 

Fissato lo spazio S^^ in 5^, , si descriva la curva razionale nor- 
male C che passa per i punti a, . . . a^^^ e sega S^^ in n — 2 punti 
(curva che esiste ed i unica in generale), e sia O la curva di S'^^ cor- 
rispondente a C in quella omografia che muta i punti a^ . . . a^^ 
nei punti a[ ... a|^, . 

Indichiamo con S^^ lo spazio dei punti a^^ . . . a^^y con 5^, lo spa- 
zio dei punti a'^^ ... a[„;h curva Cseghi 5^, nei punti c^,c^ . . . c,_, , 
e la curva C' seghi 5|^, nei punti c[y c[ . , . c^^ : i due spazi 5„_, , Sl_^ 
si corrispondono in , quindi le due punteggiate (^, , r, ... ^^,), 
(c[ y c[ ... cl_^) su C, C sono proiettive. 



O Sturm, ZX» Probkm der Projectivitdtf pag. 536. 
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Poichi i due gruppi di 2(n — i) punti 



c d c' a' a' 



di S^^y 5^ J sono associati (11), alio spazio 5^_^ intersezione di 
^n-zy •5v_3 si potri far corrispondere un determinato ed unico spazio 
•^^4 di S'^^y in guisa che sia 

Questa relazione ci mostra che il fascio degli spazi che proiettano 
^'i * ^'2 • • • ^1-1 d^ »^L4 y ^ proiettivo alia punteggiata (c, , c^ ... c^,) 
sopra C, quindi alia punteggiata (c^ ^ c\ . . . c'^_^ sopra C. 

E poichi i punti c\y c^ ... c^_^ , intersezioni di C con 5]^, 
sono proiettati da uno spazio 5^_^ di 5^, mediante un fascio pro- 
iettivo alia loro punteggiata su C\ segue che per 5^^ si pu6 condurre 
uno spazio determinato ed unico S'^^ il quale seghi O in n — 2 
punti (*). Questo spazio S'^^ passa per ^^^ ; quindi per la i) 



(•) Giustifichiamo questa affermazione. Fra le 00* corde di O esiste ccrto qual- 
cuna che seghi 5,^^ in un punto; sia r una tal corda. Da r si proiettino la curva 
O e lo spazio 5;^^ in uno spazio an — 3 dimensioni; si otterri in questo una curva 
C d'ordine « — 3 ed uno spazio S^^^ E se t, , ^a ... t,^, indicano le proiezion 
dci punti c^, c^ ... c^^^ , sari 

indicando col secondo membro di questa relazione la punteggiata dd punti f" su C7^ 
Se ora si costruisce b curva razionale d*ordine » — 3 (ben determinata) che passa 

per i punti t, , c, ... r„_, e sega S^^^^ in » — 4 punti, questa curva aveodo con 
C" (« — i) punti corauni , i quali inoltre costituiscono sopra di essa e sopra C 

• 

due punteggiate proiettive , deve coincidere con C" (6 , nota); quindi C" sega in 

« — 4 punti 5„_5. Dal che segue che Q sega in « — 2 punti lo spazio (r 5^^^. 

Questo adunquc c uno spazio S^^..^ che passa per S,^^ e sega C in » — 2 punti. 

Un altro spazio a n — 3 dimensioni aventc le stesse propriety di S^^^^ non pu6 esi- 

stere, perch6 altrimenti esso con 5,^^^ darebbe uno spazio a (n — 2) dimensioni se- 
cante O in piii che n — i punti. 
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d*altra parte S^^^ seca la cui>ra C omologa a C in n — 2 pund ; 
quindi : 

Da queste segue finalmente (se n — i ^^ 3) 

5^j (a, ... fl»^.,a»^., . . . a^n) "A -^l-} W • • • ^l+i^i+a • • • O 

come si voleva dimostrare. Dal ragionamento fatto si deduce pure 
che in generale in 5|^_, non esiste un secondo spazio a « -^ 3 dimen- 
sioni soddisfacente a quest'uldma condizione. 

13. Dall'ultimo teorema seguono altre proprieti di due gruppi as- 
sociati; noi non ci fermiamo a dimostrarle^ ma ci limitiamo ad enun- 
ciame alcune. 

Se I due spas^i ad n — i dimensioni in cui stanno due gruppi as^ 
sociati di 2 n punti appartengono ad un 5,^, , k in rette congiungenti 
le coppie di punti omologhi hanno la proprielhy che ogni spazio il quale 
seghi 2n — I di quelle reUe^ sega anche la rimanente. Ed ogni spai^io 
il quale seghi in — i di quelle rettey sega lo spazio delle rimanenti . i in 
uno spaT^io a i — i dimensioni. 

Le m rette distribuite (in un modo qualunque) in due n-pky de- 
terminano in 5,^, un sistema nullOy rispetto al quale ogni retia di da- 
scuna n-pla ha come reciproco lo spazio delle rimanenti rette della n-pla 
stessa. 

I due spazi an — i dimensioni dei due gruppi associati sono 
autoreciproci nel sistema nullo. 

Se due gruppi associati di 2 n punti giacciono in 5,_, , 5|^, e da 
due spa^i S„ . ^ , 5|^_, in questi contenuti , in — 1 punti del primo 
gruppo e rispett. gli omologhi del secondo sono proiettati mediante elementi 
di forme fondamentali omografiche di specie j, in queste forme si corri- 
spondono pure i due spa^i an — 2 dimensioni che congiungono rispett. 
S„ j , , •^Li-i coi rimanenti i punti del primo gruppo e cogli omologhi 
del secondo. 
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14. Gruppi autoassociati — Tra i vari casi particolari che possono 
presentare due gruppi associati, il pii notevole h quello in cui un gruppo 
coincide coU'associato, essendo ciascua punto omologo a se stesso; di- 
remo che il gruppo h autoassociato. 

Proprieti caratteristica i la seguente : 

Ogni quadrica (*) di 5^, la quale passi per 2n — i punti di un 
gruppo autoassociato di 2 n punti^ passa anche per il punto rimanente. 

Infatti rispetto a una tal quadrica m — i punti del gruppo sono 
autoconiugati ; quindi anche Tultimo punto del gruppo & coniugato di 
se stesso rispetto alia quadrica (9). 

Reciprocamente : 2 n punti di 5^, tali che ogni quadrica passante 
per 2 n — i tra essi passi per il rimanente^ costituiscono un gruppo aut(h 
associato (**). 

Ogni quadrica passante per cr, ... a,^, passi per a,.. Conside- 
riamo i due (n — i)-goni a, . . . a,_, , ^^ . . . a^^^ , ed indichlamo 
con 5j2.3 , 5(^j le faccie del primo e del secondo (n — i)-gono 
rispettivamente opposte ad a. (j =2 i, 2 . . . n — i) e zi a^ (k^iny 
n + I , ... 2 n — 2). I due fasci S^^ , S^^ riferiti proiettivamente 
in guisa che si corrispondano gli spazi proiettanti ^^ , a^y a^^^ , gene- 
rano una quadrica la quale passando per i vertici dei due (n — i)-gom 
e per a,^, , passa anche per a^^ ; quindi 

Le varie relazioni compendiate in questa ci autorizzano ad affer- 
mare che il gruppo a^ ... a^^ h associato a se stesso (8). 

Due n-goni auterociproci in una polarith di 5^, danno cot loro 
vertici (o coUe loro feccie) un gruppo autoassociato di 5^, (2). 

/ 2 n punti di un gruppo autoassociato di 5^, distribuiti (in un 
modo qualunque) in due n-uple dbnno due thgoni autoreciproci in una 
polarith (7) (*♦*). 

(*) Per quadrica di S^^^ si intende varietA di secondo ordine a fi — 2 dimensioaL 
(**) Un esempio di un tal gruppo & ofierto dalle 2 » intersetioni di una quadrica 
con una curva ellittica d'ordine n di i'^.j. 

{***) E da quesd due teoremi: Se in un gruppo autoassociato di S^^^ dmpumU 
coinddono (in guisa che la loro congiungente sia indeterminau), t rvnanmU 2(11 — i) 
punti giacciono in un S^^^^ t vi formano un gruppo autoassociato. 
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La curva rcp^ionale normale cht passu per n + 2 punti di un gruppo 
autoassociato di m punti (giacenti in 5„_,), sega in n — 2 punti lo 
spa^io (a « — 3 dimensioni) dei rimanenii n — 2 punH del gruppo. 
Qutsti n — 2 punti colle n — 2 interseiioni dhnno un gruppo autoasso- 
ciato di 2(n — 2) punti. La prima parte del teorema segue da ci6, che 
gli n + 2 punti costituiscono sulla curva razionale che li contiene, una 
punt^giata proiettiva al fascio che proietta i punti stessi dallo spa- 
zio 5^j dei rimanenti n — 2 punti del gruppo (5). 

Per dimostrare la seconda parte ^ detto a uno dei primi n -\- 2 
punti, si noti che il gruppo di 2(« — i) punti giacente nello spazio 
(^ Sn^i)> c costituito dai 2(n — 2) punti dell'enunciato e dal punto 
a considerato come doppio, ^ autoassociato (11). Quindi , per V ulti- 
ma nota, quei 2 (n — 2) punti costituiscono un gruppo autoassociato 

H penultirao teorema e la prima parte dell'ultimo contengono 
come casi particolari due noti teoremi dello spazio S, dovuti ad 
Hesse (*). 



Torino, aprile 1889 



G. Castelnuovo. 



(*) Accenniarao qui ad un altro caso interessante di gruppi associati. In due 
spaii a ft — I dimensioni si trovino due curve ellittiche d'ordine n rifente univoca- 
mente. Si rappresentino i punti delle due curve mediante parametri in guisa che uno 
^tesso parametro spetti a due punti corrispondenti; e sia X la somma dei parametri 
di n punti della prima curva giacenti in uno spazio an — 2 dimensioni, e [x Tana- 
loga somma per la seconda curva. G6 posto, 2 n punti della prima curva i cui para- 
metri diano per somma X -[- |jl, e gli omologhi m punti della seconda curva, costi- 
tuiscono due gruppi associati (8). 
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Nota del prof. EugenioBeltratni, in Pavia. 



AdaoAiuA del 2) giugno 1889. 



In una Nota SulVattraiione d'un anello circolart od ellittico^ pub- 
blicata nel 1880 fra le Memorie della R. Accademia dei Lincei (se- 
rie 3*, tomo V), Iio stabilito diverse forme della funzione designata 
nel titolo del presente Articolo, mettendo in luce alcune singolari re- 
lazioni analitiche che si coUegano colla genesi di tale funzione e che 
la rendono meritevole di qualche interesse, malgrado la semplicit^ della 
sua definizione e della sua natura. Mi propongo ora di ritomare su 
queirargomento per completarne in alcuni punti la trattazione , tanto 
per ci6 che concerne il significato meccanico della detta funzione , 
quanto per ci6 che spetta alle rammentate relazioni di pura analisi che 
da essa traggono origine. 

Sia a il raggio della circonferenza, la quale si suppone omogenea 
e di massazr i. Si assuma come asse delle :; I'asse medesimo della 
circonferenza, collocando Torigine nel centro di questa. Stante la sim- 
metria del sistenia intomo a quest'asse, ^ lecito supporre che il piano 
jc:^ passi per il punco potenziato e che i'ascissa jc di questo punto non 
sia mai negativa. Un punto qualunque della circonferenza pu6 essere 
individuato dall'angolo che il raggio ad esso diretto h coll'asse delle 
X negative. Denotando con ^ quest'angolo e con r la distanza del 
punto ($) dal punto potenziato (jc,:^), si ha 

(i) f*=x* + :(* + fl* + 2flJCCOs5 

Rind. Ore, Matm., t III, parte i/^Stampato il 24 lugUo 1889. %%. 
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J.. e, delle due espressioni 



(0. 



I r^d^ I r« .J, 



la prima definisce i'ordiDaria funzione potenziale newtOQiana della c 
conferenza, la seconda queiraltra funzione potenziale che il L a m 6 
proposto di chiamare diretta e la cui considerazione interviene u 
j • mente in parecchie questioni di fisica matematica. Una propriety r 

tissima permette subito di scrivere questa notevole relazione fra le d 
fiinzioni 

dove il simbolo !,> trattandosi di sistemi sinimetrici intorno all'as 
dellc :;;, rappresenta Toperazione 

Ci6 posto se, nelle due espressioni (i)^, si scrive 28 in luogc 
di ^ e se si pone 

0)4 p* = (x-fl)'H-;t', p" = (* + fl)'+^% 

cosicch^ p rappresenti la minima e p' la massima distanza del puntc 

potenziato (x, 7^ dalla circonferenza (distanze che, al pari di r, si de- 

vono sempre considerare come essenzialmente positive) , si trova 
subito 

^^^ " ~ -^ X l/p*sen^8 + p'^cos^e ' 



w. -if 



La prima di queste due espressioni conduce immediatamente ad 
una semplicissima rappresentazione meccanica di quell'importante quan- 



SULLA FUNZIONE POTENZIALE DELLA CIRCONFERENZA. I9J 

titi che Gau ss ha denominato la media aritmeiico-geometrica di due quan- 
titi date: se infatti si rappresenta con if la media aritmetico-geome- 
trica di p e di p', si ha subito, daU'equazione fondamentale che Gauss 
ha stabilito per questa media. 



I 



Le due espressioni (2), (2)^ mostrano che tanto u quanto v sono 
funzioni omogenee (in senso lato) delle due distanze p e p', la prima di 
grado — I, la seconda di grado + i* Quest'osservazione, la quale per 
la funzione u si traduce nella relazione differenziale 



sari utilmente invocata nel seguito. 

Un altra osservazione importante, e non raeno semplice, 6 la se- 
guente. Poiclie le derivate negative di u rispetto ad x ed a :j sono 
le espressioni delle due componenti, F, ed F^ , della forza newtoniana 
F, Tuna parallelamente al piano della circonferenza , I'altra parallela- 
mente all'asse di questa, e poich^ si ha d'altronde 

^ = ^cos(px) + ^, cosCp'x). 
du du r \ , du , , > 

6 evidente che la detta forza F si pu6 anche considerare come la ri- 
sultante di due, Fp ed Fp' agenti secondo le due rette pep' (che 
si intenderanno sempre dirette dal cerchio verso il punto potenziato) 
ed espresse da 

Queste due componenti , benchi non sieno della specie ordinaria , 



I- 



I ■ 
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cioi normali, sono tuttavia le piii comode a considerarsi per la deter- 
minazione della forza F; nel che giova anche notare che basta calco- 
larne una sola, perchi (2)^ fra di esse sussiste sempre la relazione 

Ponendo 

(3) *'=i-fl, k'=^, k' + k'' = i 

r P 

ed usando t soliti simboli 

si ha subito dalle formole (2), (2X 
Mediante le note relazioni 

si ottengono di qui le seguenti espressioni delle derivate di u : 

(3). ! 

Queste espressioni servono molto bene a riconoscere con precision 
Tandamento della forza newtoniana F neirimmediata prossimiti dell 
linea donde essa emana. 

£ evidente infatti che la quantiti E tende al limite i per 

Um p ss: o e quindi lim it; = i, 
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ed h d'altronde ben noto che la quantiti K^ in questa stessa ipotesi 
lim^ = I, diventa infinita logaritmicamente , e propriamente in guisa 
che la differenza 



K — log y , ossia K — log 



If 

P 



/ 



tende a zero con p. In base a ci6, se si osserva che, nelle stesse con- 
dizioni, p' tende verso il valore 2 fl, si ottengono i seguenti valori delle 
componenti F^ ed FpS per p evanescente, 

dove e 6 la base neperiana. Questi valori, i quali non difFeriscono dai 
rigorosamente esatti se non di quantiti che tendono a zero insieme 
con p, sono quelli stessi che si otterrebbero se si prendesse addirittura 

u = — J- log -ii 

e si facesse p' = 2 a nei risultati delle due derivazioni rispetto a p 
ed a p'. 

Di solito, nello studio delle distribuzioni ntwtoniane lineari, non 
si considera, rispetto ai punti potenziati prossimi alia linea , che la 
componente normale della forza . totale secondo la minima distanza del 
punto dalla linea, componente la quale (in prossimiti di un punto ordi- 
nario) si sa essere eguale al doppio della densiti locale , diviso per 
la minima distanza anzidetta; e questa propriety si considera a buon 
dritto come caratteristica delle distribuzioni linear! , nel sense ch'essa 
serve a determinare la densiti per mezzo della forza e quindi della 
funzione potenziale. La prima delle formole (3)^, benchi si riferisca 
ad una componente che in generate non i la componente ordinaria^ 
normale^ della forza F secondo la minima distanza p, presenta an- 
ch'essa la proprieti ora enunciata; il che si comprende facilmente eve 
si osservi che la componente Fp , per lim p = 0, i infinitamente grande 
non solo in sfe stessa , ma eziandio rispetto all'altra componente Fq' 

Ma ci6 che riesce utile di constatare i appunto il &tto che que- 
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sta secoadd cotnponente, pur essendo evanescente di froate alia ] 
ma, ha mnavJa per si stessa ua valore infinitamente 'grande : dr 
stanza che, congiunta alia precedenie, staHlisce, per eserapio, ua gr 
dlssimo divario da ci6 che accade rispetco alle distribuziool superfici 
Se &a p e p' si ponesse la relazione 



che h quanto dire 
e qumdi anche 



4 = Costante, 

P 

k' =: Costante, 
k := Costante, 



si iodividuerebbe la superficie d'un toro, su cui il punto potenzia 
(jt, jf), ovvero (0, p'), verrebbe a trovarsi collocato, toro il cut cercb 
meridiano sarebbe armonico al dato (? = 0, p' =; 2 a) ; vale a di 
■ cbe quest! cerchii avrebbero due diametri situati in una stessa ret 
e fra loro armonici, e giacerebbero in due piani fra loro perpeodio 
lari. Sulla supcrficie di questo toro la funzione 11 •> (3), inversamen 
proporzionale a p' (oppure a p) e la forza F ha, tangenzialinente a que 
sta superficie, una componente la cui espressione, molto setnplice, i 

sen (p, p') sen (p, p') „ 
= y . Lr . J u, ovvero = ■ ■ , -- ■ K. 

2a 2flp' 

Noo mi tratteogo a dimostrare questa formola; ma ho voluio qui ripoi 
tarla perch^ , nel caso di p molto piccolo, essa rappresenta una com 
ponentc che riesce molto prossimamente perpendicolare a quella ch 
si suole considerate (la componente nomule secondo p) e che serv 
quindi, insieme con questa, a rendere compiuta la cognizione dell'andi 
memo della forza in prossimiti della circonferenza. 

£ chiaro del resto che, volendo decomporre b forza F second' 
il raggio p e secondo la perpendicolare a questo raggio, si otterrebbero du 
componenti ordinarie, normal!, rispettivamente rapprescntate da 

fp -I- fp'cos (p, p') e da fp'sen (p, p') 
dove 

\Xf 7 J 200' 
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Ritornando ora alle equazioni (3)^ , si osservi che^ tenendo conto 
della seconda relazione (3)^, esse possono scriversi cosi: 

du_ 2 d(E?') ^—_J_^ 

dp T^pp' dp' ' 8p' 7up 5p * 

talchi si hanno (3)^ le due eguaglianze seguenti : 

, . . du dv . du dv 

(4) pp Tf=-d^' pp 87 = ~aF- 

Ne consegue che la funzione u soddis& all'equazione a derivate parziali 
mentre la funzione v soddisfa all'altra equazione 

La prima di queste due equazioni h riducibile a quella che venne 
trovata da Borchardt (JVerkCy pag. 129) per T inversa della media 
aritmeticogeometrica, considerata come funzione del due numeri fra i 
quali si prende la media stessa. 

n nesso fra le due forme dell' equazione in discorso h stabilito 
dall'eguaglianza (2)^. Infatti, soitraendo Tuna daH'altra le due derivate 
di quest'eguaglianza rispetto a p ed a p' , dope aver moltiplicato la 
prima per p' e la seconda per p, si ottiene 

doade consegue, in virtji di (4)., la duplice eguaglianza 

. . ,/a*« a'«\ du ,du ( „ A a*« 
(4). pp(^a^-drJ = Pd7-pV = ('' "OdTd^- 

L'equazione (4)^ risulta dal confronto della prima coUa seconda 
di queste tre quantity eguali : l'equazione di Borchardt risulta in- 
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vece dal confronto della prima colla terza. II confronto della secont 
colla terza quantity conduce ad un'altra notevoUssima equaziooc , d 
vcnii coosiderata in seguito. 

L'equazione (4). si trova gii nelta citau mia Nota, dove ne avn 
pure concluso che I'espressione 






doveva essere un ditferenziale esacto, ma seoza pensare alia ricercac 
conispondente integrale: ora si vede che qiiesto integrale non h ; 
tro (4) che — v. Si pu6 osservare a questo proposilo che, una vol 
stabilita l'equazione (4),, che fra breve procedero a dimostrare diteH 
meate, TiDtegrale della prccedeote espressione differenziale si pu6 c 
tenere coUa sempUcissiraa considerazione seguente. Per essere u fii 
zione omogeneadi grado — i, le due espressioni 



PP 



ap' ^ '''' a7 



sono necessariamentc omogenee di grado zero, eppero la funzioae 
cui esse, a tenore deU'cquazione {4),, devono essere le derivate parzia 
non pu6 essere (salvo una costante additiva) che oraogenea anch'es 
di grado i : questa funzioae deve dunque ammettere rcspressione 

ossia, tenendo cooto del valore (2) di u, 



ap'p" f' 

"J, 



(p' sen* 9 + f" cos' 9)1 



Oca quest'ultima espressione si pu6 precisamente trasformare in que 
di — V, e ci6 mediante un noto anificio, ii quale si riduce, in sostan; 
all'uso della seconda relazione (ji)y 
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a> 



Ma ci6 che piili importa h di stabilire direttamente Tequazione (4) 
il che ora far6, completando una deduzione che ho in parte gi^ data 
nella Nota del 1880 e da cui risulta questa interessante proposizione 
che Vequa:^ione a derivate par:i^iali della media aritrnetico-geomctrica non 
e altro che una trasformata deWequaiione di Laplace, 

Per dimostrare questa proposizione bisogna formare I'espressione 
A^ coUe variabili p, p' e ci6 si fa nel modo seguente. 

Dalle equazioni (i)^ risulta 

p' + p" = 2(x' + ^» + a'), r - P' = 4'**, 
cosicchi, ponendo 

P' — P = 2<y, p' + p = 2(y', 
donde 

p = d' — or, p' = d' + or, 

si ottiene 

1* + <f'" = x' + ?* + a\ ati'=ax. 

DifTerenziando totalmente queste due equazioni, ricavandone i valori di 
dXy d:(^ espressi per d(T, da' e sostituendo qucsti valori nel secondo 
membro dell'equazione 

ds' = dx' + d:Cf 

si troya che il termine in dadc^ svanisce, a cagione deireguaglianza 

e si ottieDe in tal guisa 

.,.=(,-.-o(-.^+p^). 

Quest^espressione deU'elemento lineare ds corrisponde all'uso delle coor- 
dinate ellittiche g, g' nel piano meridiano x:(^. Tenendo conto della 
ammessa simmetria del sistema intorno all'asse delle ;^, si deduce &cil« 
mente, dalla nota formola di Lam£ o di Jacob i, la seguente equa* 
Rtnd, Circ. MaUm,, t Iir» parte i/— Stampato il 24 lu£^ 1889* a6« 
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ztoae del A, di una qualuaque funzioae di c e di i' : 



I 





(.•■-Oi,T 


1 


-"' d/ ,,-, ,df\ , 1/(7" -a' a 



,(='K? 



Eseguendo le derivazioni indicate si trova 



pp' 4,9 = flM3-V — 3-71 + - 3-^ ;3-t1 

'^'^ '^ \d «' da' 1 da a' da' / 

o meglio 

dove si ^ posto 

e ritomando dalle variabili a, a' alle p, p' si oniene facilmente 

t'''-^=^A'^-iFf)~^''ijaf' + 'jp + f'-. 

od anche 
PP'(p'"-p')i.f = 4«" ! f |t (? + P 57) - f' 57 (» + f 

+ (p -P)(pa7 + P 37)' 

dove I riceve ora I'espressione 



0? 
5? 
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Utilizzando nuovamente questa espressione medesima, si giunge final* 
mente alia seguente equazione definitiva 

(S). PP'(p"-p')A,? = ^!4«*PP'|^ + (p"-p'-4«')p''l'i 



§^,[4a'?9'^,+(9'-r~4a')?^\ 



Questo risultato i piii complete di quello cui ero pervenuto 
nella Nota piu volte citata, perchi in questa avevo solamente trasfor- 
raata I'equazione A^ = o; inoltre la forma sotto cui avevo posto que- 
st'equazione era meno semplice di quella che risulta dalla precedente 
espressione generate del \. Ritenuta la quale, I'equazione (i)j si tra- 
duce nella seguente relazione fra le due quantiti jK" ed E: 

Se si suppone che la funzione 9 sia la stessa u, e se si osserva 
che in tal caso si ha non solo A, 9 = o, ma anche (2)^ ^ = o , si 
ottiene subito, come equazione differenziale per u, la gi^ incontrata 
equazione (4)^ della media aritmetico-geometrica : ed i cosi che si giunge 
a stabilire direttamcnte questa equazione. 

Mostrero ora come si possa da questa trarre partito in un'altra 
ricerca, che si coUega naturalmente coll'argomento qui trattato. 

Poichi M i la funzione potenziale della circonferenza omogenea 
di massa i e di raggio a, 6 chiaro che it: u ad a h I'analoga funzione 
risperto alia corona circolare plana compresa fra le due circonferenza 
di raggi a ed a + da^ supponendo = i b densiti superficiale. Per 
conseguenza 



"f" 



ada 



k la funzione potenziale del disco circolare di raggio a e di den- 
sity I, ed 



^=^■"'"151*'^* 
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i la fiinzioDe potenziale deUo strato magnecico circolare dt ra^ 
e di momento costante =: i, ossta la funzione poteoziale elettromaj 
tica della correnie circolare di raggio a e di inrensiti = i . Quesia 
zione i di un piii elevato grado di trascendenza che non sieno le 
qui considerate, ma la sua associata V, cio^ queila fiinziooe che > 
cssa legata dalle relaziont 









dU 



si pu6 esprimcre coUe funzloai », v. Si Iia infattt (naturalmeate 
punti situati fiiori dello straio magnetico) 



dx ■ 



X I -j-ifldd, 3— i=25tAr 5 — ^- ada 
X^^l ^< Jo ^-^^^ 



Ma, poichfi la fiiozione U soddisfa all'equazione di Laplace e qui 
(i), alia rclazione 

^_ d / du\ 
^a^'~ Bxydx)' 
si puo anche scrivere 



dx- 



ne coQsegue che si pu6 prendere per V I'cspressione 

(6) r=25c:cr|^flrffl. 

la quale si presta ad una riduzione che non potrebbe effetcuarsi su 
Ainzione \J. 

EfiettivameDte, st ha {\\ 

du dtidpdudf' da df' du dp 

dx df dx 3p' 8x dp' da df da ' 



epper6, rammentando la gi^ invocata relazione 
P^^P' — 40*. 
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si pu6 anche scrivere 



/< 



dove rintegrazione dev'essere estesa da p = p' (relazione che corrisponde 
ad fl = o) a quella coppia di valori di p e p' che risultano dalle for- 
mole (i)j per a egiiale al raggio dello strato magnetico, o delia cor- 
rente. Ora 6 facile dimostrare che il risultato di questa int^razione A 
indipendente da qualsivoglia relazione fra le variabili p e p', poich6 la 
espressione sotto il segno integrale, cioi 

e un differenTiiah esatto, 

Infatti la duplice eguaglianza (4)^, la quale, come ho gi^ notato, 
fomisce tamo Tequazione (4)^ quanto Tequazione di Borchardt^for- 
nisce anche una terza equazione, cui ho pur fatto allusione. Quest'e- 
quazione, che risulta dal confronto del secondo col terzo membro, i 
facilmente riducibile alia forma 

e metre appunto in evidenza Tintegrabiliti deU'espressione (6)^. 

D'altronde , riconosciuta questa proprieti , i fiicilissimo ottenere 
Tespressione dell'integrale , mediante una considerazione che i gii 
stata precedentemente invocata. Le due derivate rispetto a p' ed e p 
della cercata funzione integrale, cioA le espressioni 

(p -p)a^» -(p -p)d7> 

sono omogenee e di grado zero rispetto a p ed a p', epper6, astrazion 
fatta da una costante additiva , quella funzione dev'essere omogenea e 
di grado i, dot dev'essere esprimibile ndU forma 
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(p -p%p'-a^p> 



Ora quest'espressione si annuUa al limite inferiore p = p' : si pu6 dun- 
que porre senz'altro 

(0. r=^(,"_po(|^f-|^e). 

Introducendo i valori (3), delle derivate di w, si giunge cosi all'es- 
pressione 

(.6), F=f'{2E+ik'-2)K], 

la quale s'accorda perfettamente con quella che gi^ si conosce e che 
di solito si deduce da altre considerazioni. 

Si pu6 osservare che , sostituendo neU'espressione (6)^ la fun- 
zione v (2)^ alia w, raediante le relazioni (4), F si presenta sotto la 
forma 

*2L cos* e — sen* e ^^ 



>Ii 



sen*0 + p*cos*0 



nella quale figura un integrale che e stato ripetutamente considerate 
da Gauss nella Dekrminaiio attractionis etc. {IFerke, t. HI) ed il 
cui valore si collega strettamente colla considerazione della media arit- 
metico-geometrica . 

Ho lasciato finqui in disparte Tequazione differenziale (4X, cui 
soddisFa la flinzione v : ripiglier6 ora questa cquazione per ricavarne 
una conclusione interessante. 

Procedendo con quello stesso metodo con cui si giunse alle 
eguaglianze (4)^^ si ottengono per v queste altre eguaglianze analoghe 

II confronto delle due prime di queste tre espressioni eguali riproduce 
Tequasione (4), : il confronto delle due ultime conduce invece ad un'equa- 
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zione che h assoliitamente identica alia (6)^, salvo il mutamento di u 
in V. Ne risulta che Vequa:(ione a derivatt par:(iali 

(7) ^jtf--p-)^j+j^^(p--,-)4^i=o 

e soddisfatta tanto da w=iu quanto da w=^v. EflFettivamente, sosti- 
tuendo successivamente per w in quest'equazione i due valori (3)^, si 
ottengono le due note equazioni diflferenziali ordinarie cui soddisfanno 
le quantity K ed E, considerate come funzioni del modulo k. Queste 
due equazioni non hanno la medesima forma : invece Tequazione (7) 
esprime una proprieti comune ai due integrali (2), (2)^, considerati 
come funzioni di p e p'. 

£ degno d'essere notato che, se si introducono in luogo di p e p' 
le gii usate variabili <x e a', Tequazione (7) si convene nella seguente: 

cio4 assume la stessa forma della (4)^, rispetto a queste nuove variabili 
(T e g'. Ne risulta che I'equazione (7) i soddisfatta anche dalla funzione 

__2(% d^ 

'"~^X K(P' - fT sen*e + (p' + p)cos«-e' 

cioi dalla inversa media aritmetico-geometrica dei due numeri p' — p 
e p' + p. E dal confronto delle equazioni (7), (7)^ segue pure che V equa- 
zione (4)^ ^ soddisfatta non solo dalla funzione u, ma anche da quest'altra 

— f'^rfOj/Cp' — py scn*e + (f' + p^cos* 0. 

^ Jo 

Terminer6 questa Nota giovandomi delle propriety delia funzione 
u per indicare la forma che si pu6 dare al teorema di Green, rispetto 
alle funzioni potenziali simmetriche intorno ad un asse. 

Quest'asse di simmetria sia sempre quello delle ;(, e sia f una 
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funzione monodroma, continua e finita, insieme colle sue deri^-ate pi 
me, e soddisfacente aU'ecjuazione di Laplace nella spazio limitato < 
una superficie chiiisa di rotazione intorno al detio asse, superficie ct 
dir6 « e di cui denotero con s I'arco di linea meridians glaceate nell 
meti posiliva (^ > o) del piano x^- Sieno x := a, ^=c le coord 
nate d'lin punto appartcnente a qiiella porzione, di questa stessa met 
positiva del piano ;c^, chc giace entro la superficie a. Quesro punto 
rotando intorno all'asse delle ^, genera una circonferenza , lungo I 
quale la funzione f ha costantemente , per I'ipotesi che si vuol qu 
CODsiderare, il valore 9 (a, c); e qiiesia circonferenza, supposta luateriali 
e propriatnente omogenca e di niassa totale = i, ha la funzione poteO' 
zialc M„ dove «, denota (provvisoriamente) ci6 die divenu la iuD' 
zione u, delle formole (2) oppure (jX , qoalora si ponga ^ — c i 
posto di ^. 

Descrivendo ora intorao al punto {a, c) de[ piano x^, ed it 
questo stesso piano, una circonferenza s' di raggio piccolissimo, e de- 
notando con it' la superficie di rotazione di cui questa circonferenz; 
4 la lin.:a meridiana, si pu6 applicare alio spazio compreso fra le du< 
superBcie 1 e a' la nota equazione 

/OI?-".|l)-+/('l^-".|J)-'=°- 

dove n £ la normale interna alia superficie a ed n' la normale estema 
alia superficie <j'. Essendo u, Funzione potenziale simmetrica , e tale 
essendosi supposta anchc f , quest'equazione si puo manifestameotc 
ridurre a quesi'altra 

m cui le due funzioni <p ed u. sono formate colle sole coordinate 
X e ^ della linea s ed x' e ^' della linea s', rispettivamente, ed in 
cui « ed n' sono le normali , rispettivamente mtenia ed esterna , s 
queste due linee, nel piano x^. Ma considerando !a normale n' come 
UD raggio del cerchietto s', iotendeadola, come tale, individuata da un 
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angolo azimutale yi, e ponendo ds^ = n' dy\y il secondo termine della 
precedente equazione diventa 



r<ti^»-«.»'0)^.. 



e poichi, per lim «' = o e quindi lim x' =: a, si sa essere 

lim (x' u,n') = o, lim ^x' ^ n' j = - ^ , 

mentre <p tende verso il valore 9 (a, c) e la derivata normale di 9 si 
conserva, per ipotesi, continua e fiaita, 6 chiaro che il testi trascritto 
integrate tende, nelle ora indicate condizioni, verso il valore 2 9 (a, c). 
Si ottiene in tal modo, mutando a q c in x^ q :(^, \a formola 

(8) ? (^o> O = J J (? a$ - '* al) ^^^' (^o =^ 0), 

Ho qui soppresso Tindice c di u, perchi, non dipendendo Tespres- 
sione (2), ovvero la prima delle (3)^, che da p e p', si pu6 e giova 
ora concepire la funzione u come formata coi due seguenti dementi : 
I*") la distanza p del punto generico (x, :() del contorno s da quel 
particolar punto intemo (x^, :(J al quale s'intende rifcrito, nel primo mem- 
bro, il valore della funzione 9; 2*^) la distanza p' del predetto punto 
generico dal punto ( — x^, :(^), simmetrico del precedente rispetto at- 
Tasse delle :j. 

La formola (8) si deve riguardare come I'analoga di quella di 
Green, rispetto alle funzioni potenziali simmetriche. 

Per i punti situati suU'asse (quando una parte di questo 4 interna 
a <y) questa formola ricade esattamente in quella di Green, poichi 
per tali punti la funzione u 6 semplicemente Tinversa di p. 

Va da si che il primo membro deU'equazione (8) dev'essere so- 
siituito dallo zero, se il punto (x^, :(^ 6 estemo alia superficie <x. 

Pavia, 15 giugno 1889. 

£. BELTRAMI. 



Rind. Circ. Matem., l III» parte i/— Stampato il 9 agosto 1889. 27, 
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OSSERVAZIONI SUI PUNTI SINGOLARI ESSENZIALI; 



NoU di Giutio Vivanti, in Mantova. 



AdanansA del 14 loglio 1889. 



Lo Studio del raodo di comportarsi d'una funzione uniforme nel- 
rintorno d'un suo punto singolare essenziale h quasi completamente 
da farsi (*). Come un piccolo coatributo a tale studio presento le se- 
guenti osservazioni. 

I. 

Sia /(^;) una funzione uniforme avente le s^uenti proprieti : 

a) Essa ha una singolaritfi essenziale neH'origine delle coordinate; 

h) Neirintorno deU'origine non ha alcun polo o punto singolare 
a destra dell'asse delle quantity imaginarie; 

c) £ reale per valori reali positivi di ;(, e tende a zero quando 
;( tende verso Torigine seguendo la parte positiva dell'asse delle quan- 
tity reali (**). 



(*) Non saprei citare a questo proposito se non I'ultimo paragrafo della Memo* 
ria di Weierstrass sulle funzioni analitiche uniformi, ed una Kota di P i c a r d 
nci Comptes^Rendus^ t. LXKXIK, p. 745. Dei moiti iavori, che non & qui il luogo di 
rammentare , concemenii la teoria dei punti singolari essenziali , nessun altro, per 
quanto io so, si occupa dell'argomento dal punto di vista che qui si poosidera. 

(••) Tale sarebbe p. e$, la funzione ir-j. 
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Per Toriginc O si conduca una retta / facente colli paneposa 
deirassc rcalc un angolo di valore assoluto < 45**, angoIoiaci» 
gcntc si iiulichcri con X. Sc P 6 un punto deU'asse x , Q S ro 
d'inicrsczionc dcUa rctta / coUa parallela all'asse y condom pc ?, 
posto i)P = a:, sari PQ:=lx; ed essendo I >- | < i, Q stari CS5 
il ccrcliio C avcntc per centre P e per raggio PO. E poiche Ci: 
ccrcliio di convcrgcnza deirdcmcnto della funzione analidca/(^c2' 
rispondcntc al punto P, il valore della funzione nel punto Qsiiiin 
dalla seric assolutaniente convergente : 

fix -|. iXx) =f(x) + iXxfix) + &-f!. f'(x) -f ... (i: 

Ora dai principi della tcoria delle funzioni d*una variabile xek 
risulta facilincnte cho, so /(.v) c una funzione finita e condniu in gb 
intorno a desira dciroii.:^ine cJ avente in tutii i punti di quest'intoiDO, 
csclusa tuit'al piii Torigine, le derivate di tutii gli ordini, si ha: 

li.n (.v/'(x)J = , lim [.vy"(x)] = o , ... 



t-^J x=^o 



Di qui segue anzitutto, die la serie (i), la quale 6 conveigeote 
assolutaniente, san\ convergente in egual grado per qualunque valore 
positivo di x niinore di 0P\ e quindi (*), clie il Ixmite della somma 
della serie per lini a: =: o sar;\ eguale alia somma dei limiti dci suoi 
termini. Ma questi limiti sono tutti cguali a zero; quindi : 

lim /(a: + i\x) = o. 



X»iO 



Cioi la funzione tcnde a zero quando la variabile va ad O sc- 
gucndo il raggio /. 

Sia ora / un raggio, la cui inclinazione suUa parte positiva del- 
Tasse reale abbia valore assoluto ^45" e < 90''; e sia ancora X h 
tangente dell'angolo ix. II punto d'intersezione della retta t colla cir- 



(•) D i n i , Fondamenii etc. § 94. — Per essere piii esaui, bisognerebbe sdndect 
la scrie (i) in due altre, di cui Tuna a termini rcali, Taltra a tennini puramente ima- 
ginari, ed applicare le nostre considerazioni successivameate alle due serie. 
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I- 



2X 2'^X 

^ conferenza C avri le coordinate — r— r^ , — ^-^ ; quindi, se e de- 

I -|- A I -|- A 

, nota una quantity positiva arbitrariamente piccola , il punto Q y di 
coordinate 

2:y(l — e) 2^x(i — e) 



X. = 



I + V y^^ I + X* ' 



star*\ suUa retta t ed entro il cerchio Q e il valore della funzione in 
quel punto sari : 

essendo ul = — ^t -^ — . Se consideriamo la serie : 

^ I — iX 



m + 1 t^iu/w I + ^ I *•/"(*) I + ... 



h chiaro che potremo ripetere per ess^ tutto quanto dicemmo per la 
serie (i); onde si pu6 condudere che /(;() tende a zero quando la 
variabile va all'origine seguendo qualunque raggio posto a destra del- 
I'asse imaginario. 

£ da notarsi che , quando la variabile s^ue un raggio diverso 
dall'asse x^ il modulo della funzione tender^ bensl a zero, ma il suo 
argomento potri non avere alcun limite determinato oppure crescere 
aU'infinito in senso positivo o negativo. 

n. 

Suolsi dire comunemente, che una funzione uniforme prende in 
un punto singolare essenziale valori diflferenti a seconda deUe diverse 
direzioni in cui la variabile va a quel punto. In certi casi per6 il va- 
lore a cui tende la funzione mentns la variabile va ad un punto sin- 

Rind. Ore. Mai$m., t III,- parte i/— Stampalo U 9 agosto 1889. 29. 
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golare essenziale lungo una certa linea non dipende soltanto daila di- 
rezione, ma anche dalla curvatura della linea in quel punto. 

Sia /(^) una funzione unifonne avente un punto singolare essen- 
ziale nell'origine delle coordinate; e posto : 

il modulo R(x^ y) soddis&ccia alle s^[uenti condizioni : 
a) Esso ha la forma : 



*(-»=<»• 



dove F i simbolo di funzione uniforme, e P(x^y\ Q,(x^y) sono due 
funzioni delle 2 variabili reali a:, y^ olomorfe nell'intomo dell'origine, 
le quali s'annullano per ^ = 0, j' = 0; 

^^ , dP dP dQ dQ „ 

i) Le J— , -J- , -j= , -r= non sono tutte nuUe per ;c = o. 
^ dx ^ dy dx dy ^ * 

y^o, Cy sc 2 almeno di esse non sono nulle, ha luogo per x = o, 
y = \a relazione : 

dP iQ_dP dQ 

dx dy dy dx ' 

Le curve rappresentate dall'equazione : 

Q(x,y)-CP(^x,y)=zo, (2) 

dove C i un parametro variabile, passeranno per I'origine e avranno 
in questo punto una medesima tangente t, la cui inclinazione a sul- 
Tasse delle x szrh data da : 

dQ dP\ 

~n~^dxi 

tanga = -(^— -^j , 

dy dy £5 
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quantiti che per Tipotesi b) i indipendente da C , e il cui valore i 
dato dalle due espressioni : 

dQ 

dx_ 

dQ 

dy 

o da quella tra csst avente un significato determinato. — Posto Ff -r^ j= T, 

h chiaro che, se la variabile va all'origine seguendo la linea L della 
famiglia (2) che corrisponde ad un certo valore C del parametro , il 
modulo della funzione /(;() avri costaniemeDte il valore V\ ed inver- 
samente^ dato V ad arbitrio , vi sari sempre una linea L della &mi- 
glia (2) sulla quale /(^) avri modulo costante ed ^;uale a r. Su 
questa linea I'argomento 6(x,_y) sari variabile e potri esprimersi come 
funzione Q(jc) della sola x eliminando y mediante la (2); e, se Q(^) 
al tendere a zero di x tende verso un limite determinato e finito w, 
/(O quando la variabile va alia origine lungo la L tenderi verso il 
valore determinato T e^*^, mentre nel caso contrario /(;() tenderi verso 
qualunque valore di modulo F. 

Prendiamo per esempio la funzione 



/(0 = «"^; 



posto Jfe = fl + li, si ha : 



quindi : 

Fiv) = c\ Pix,y) = ax + by, Q(x,y) = :^+/, 
donde s^ue : 

dP dP . dQ dQ ,.. 

57="' 1^=^' -n=^*' w='^' 

^ a 

tang a = — T. 



^ G. TITAXTL 

L'equazioDe (2) divieiie : 

^^/-C(flx + Jjr) = o, (J) 

essa rappresenta una Eimiglia di cerchi passanti per Torigine O ed 
aventi i centri sulla retta t oonnale alia L Dalla (3) scgao : 



= — 



^^'¥^^^'=Tl.V-^^-^. 



e per valori abbastanza piccoli di x: 

^ ar C**^+ CM "" i" a'' + ""cF"^~-' 

quindi nei punti della linea L il modulo di /(^ h costantementie 
r =1 f c ed il suo argomento 4 : 

a' + b* fl(g* + y) , 

sicchi per X = o , )f = si ha 6(x, ^) = 00 . Adunque , quando la 
variabile va ad lungo la linea L, /(;() tende verso tutti i valori di 
modulo r, 

Questo fatto d^ ragione di un'apparente discontinuity che si ve- 
rifica nei limiti dei valori della funzione lungo le rette che vanno al 
punto singolare essenziale. Consideriamo tutti i raggi che partono dal- 
Torigine, e supponiamo per breviti di linguaggio k=z — i. Ad ogni 
raggio assegniamo come corrispondente nei piano della funzione t* =/(:() 
il punto o il gruppo di punti che rappresenta il valore o il gruppo di 
valori verso cui tende la funzione quando la variabile va all'origine 
lungo quel raggio. AUora a qualunque raggio posto a destra dell'asse 
y corrisponderii (§ I) il punto u = 0, a qualunque raggio posto a si- 
nistra dell'asse y il punto u = 00 ; ai due raggi costituiti dalle due 
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meti dell'asse y la circonferenza di raggio i col centre nell'origine. 
Quanto a tutti gli altri piinti del piano u, non esistono raggi che ad 
esso corrispondano. Orbene, imaginiarao di interpolare fra i raggi posti 
a destra dell'asse y e I'asse y stesso Tinsieme continuo M di circon- 
ferenze : 

x'+f+Cx = o (4) 

dove C percorre rintervallo o... — oo (gli estremi esclusi), e fra i raggi 
posti a sinistra dell'asse y e I'asse y stesso Tinsieme continuo N di 
circonferenze rappresentato ancora dalla (4), dove C percorre Tinter- 
vallo + 00...0 (gli estremi esclusi). All'insieme x\f corrisponderi nel 
piano u un insieme continuo H di circonferenze col centro neU'origine, 
il cui raggio percorreri rintervallo o . . . i (gli estremi esclusi) , ed 
all'insieme N un insieme continuo K di circonferenze col centro nel- 
Torigine, il cui raggio percorreri Tintervallo i ... 00 (gli estremi esclusi). 
Le circonferenze H t K insieme ai punti o, 00 ed alia circonferenza 
di raggio i ricoprono completamente il piano u. 



Mantova, 3 luglio 1889. 



G. ViVANTI. 
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ESTRATTI DAI VERBALI. 

[Fedi: tomo I, p. 1-28, 45-88, 119-156, }79-390i tomo II,.p. 77-96, 152, 184-188]. 



Per le pobblkazioni periodklie e non pfriodicbe ricevute in dooo o in eambio dei Rendiooati 
• presenUte oelle wtrie Adiuunse, TCggtsi U Seconda Parte : BibUot$ea M»Uinatica, 



ADUNANZA DELL' 11 NOVEMBRE 1888 (Presidcnza G. Albeggia ni). 

Gorrispondenza. I signori Bordiga, Certo e Previtera riograziano 
per la loro nomina a sod del Circolo. — La Direzione del Journal fur die reine uni 
angewandie Matbematik aderisce al cambio coi Rendiconti dd Circolo. — II prof. E. Le- 
b o n anounzia I'invio regolare del Bulletin Scientijique , da lui diretto , a partire dal 
20 ottobre 1888. 

Fra le pubblicazioni non periodiche giunte in dono , il Socio G u c c i a segnala 
A Trattato di Aritmetica rationale per la 4^ e 5* classe del Ginnasio (Palermo, i838) 
del Socio G. Taschetti, professore nel R. Ginnasio Umberto 1° di Palermo. Q,ue- 
sta operetta di 267 pagine, destinata agli studenti di quarta e quinta classe ginna- 
siale, merita di essere raccoraandata, e per la chiarezza di esposizione e per I'ordine 
seguito dall'Autore nella distribuzione della materia e nclla trattazione dei singoli ar- 
gomenti. Qascuno dei quattro libri che compongono questo pregevole trattatino 
(I. Le operazioni sui numeri interi — II. Le proprieta elementari dei numeri in- 
teri — in, Le frazioni — IV. I numeri decimali e U valutazione approssimau deDe 
grandezze e dei numeri) k corredato da una buona raccolta di esercizf. 

llemorie e Gomonicanoni. 

POINCARfi : Sur unepropriiti desfonctions analytiques (Extrait d'une Lettre adres- 
Ut di M. Gucci a). 

GUCCIA : Teorema mile funxioni algebriche di due variabili indipendenti. 

GUCCIA : Nuove espressiom della classe e del nunuro dei flessi di una curva alge* 
hrica plana con singolanth qualunque. 



ADUNANZA DEL 25 NOVEMBRE 1888 (Presidenza G. Albeggiani). 

Gonispondenza. Aderiscono al cambio coi Rendiconti del Circolo : II Diret- 
tore del R. Osservatorio astronomico di Palermo per le Puhblicaiioni del R. Osser- 
vatorio di Palermo e pel Bulletino Meteorologico e I'editore B. Pellerano , di Napoli, 
pel Giomale di MatemaHcbe ad uso degli studenti delle University italiane. 

Memorie e Gomimicaaioni. 

BERTINI : Sulle curve fondamentali dei sistemi lineari di curve piane algebriche. 



ADUNANZA DEL 9 DICEMBRE 1888 (Presidenza G. Albeggiani). 
Gorrispondensa. II dott. Enrico Amaturo ringrazia per la sua nomina 
a socio non residente del Circolo. 
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Memorie e Gomonicazioni. 

PINCHERLE : Una trasformas^ione di serie. 



ADUNANZA DEL 23 DICEMBRE 1888 (Presidenza G. Albcggiani). 

Gorrispondenza. II Socio Plata nia dovcndo asseotarsi da Palermo si di- 
raette dalla carica di Bibliotecario. II Circolo delibera di accordargli uq congedo di 
due niesi. 

Memorie e Gomanicazioni* 

GERBALDI : Un teorema sulVHessiana (Tuna forma binaria, 

CASTELNUOVO : Una appUcas^ione delta geometria enumerativa alle curve aU 
gebriche, 

ADUNANZA DEL 13 GENNAJO 1889 (Presidenza F. Giudice). 

Gorrispondenza. II Presidente partidpa alia Societii che il sig. ing. Gu* 
stavo Ciollaro, con lettera del 26 dicembre 1888, si & dimesso da Socio non 
residente del Circolo. 

Ammissione di nuovi sooi. Dietro votazioni a schede segrete, il prof. D i n o 
P a d e 1 1 e 1 1 i (Napoli), proposto dairUfficio di Presidenza, ed il dott. G u i d o C a- 
stclnuovo (Torino) , proposto dai soci D'Ovidio e Segre , riescono eletti Sod 
non residenti. 

Memorie e Gomunicazioni. 

BERTINI : Aggiunta alia Memoria : «r Sulle curve fondamentali dei sistemi luieari 
di curve piofie algehriche » comunicata nell'adunanza del 25 novembre 1888. 

VIVANTI : Sulle fun^ioni analiticbe. 

GUCCIA : Suir inter se^ione di tre superficie algebriche in un punto singohre, 

GIUDICE : Sui numeri poliedrici. 

i. noto che : La dififerenza tra i poliedri dei numeri n ed n — i, aventi F ver- 
tici, S spigoli ed F fiicce, con un angoloide ^-spigolo comune, t data dalla somma 
di r— I 4- (^-^ g)* (^ "" 2) uniticon le F— ^ differenze tra le facce non comunl, 
che sono F — g poligoni di « , ed i rispettivi perimetri. 

Mediante le note relazioni Euleriane tra gli elementi d'uno stesso poliedro si deduce 

dove ?«, (/, ^,...) & il poliedro di V vertici del numero n in cui sono rappresenUti i 
poliedri di V vertici dei numeri minori come poliedri simili con un angoloide 00- 
raune, sulle facce del quale si trovano t £icce triangolari, q quadrangolari, ecc. 



ADUNANZA DEL 27 GENNAJO 4889 (Presidenza G. AIbeggiani> 
Gorrispondenza. I signori prof. D. Padelletti e dott. G. Castel- 

nuovo riograziano per la loro nomina a soci del Qrcolo. 

Ammissione di nuovi soci. Dietro votazione a schede segrete il doct. E. H. 

Moore (Yale University , New-Haven) , proposto dai sod Gucda e Del Pezzo , ft 

eletto Socio non residente. 
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Ifemorie e Gomonicazioai. 

GUCXIA : Suirintcrse-timi di tre superficii aJgehricU w mi pmdo smgohre, (Coot.). 
Affari iotemi. Esposizione cd appro vazione del Come consuntivo dd 1888 
e del bihncio di previsione pel iSS^ 



ADUNASZA DEL 10 FEBBRAJO 18S9 (President G. Albeggiani). 

Gorrispondenza. II Presidente comunica una lettera ministeriale del $ febbra* 
\o 1889 con cui S. E. il Ministro della Pubblica Istruziooe, in seguito a parere £ivocevole 
della Giunt i del Consiglio Superiore, ha conccssa al Circolo Matematico di Palermo 
la sommi di lire 700 a titolo d' incoriggiameoto alia pubblicazione dd Rmdicaid, 

La Sodetii delibera, all'unanimiti^ di ringraziare S. E. il Ministro della P. L 

Ammisaione di nao^i soci. Dietro votizione a schede segrete, il dott.Pie- 
t r V i s a 1 1 i (Reggio Calabria), proposto dai sod Martinetd e Conti, h detto Sodo 
rum residente. 



ADUNANZA DEL 24 FEBBRAJO 1889 (Presidenza M. L. Albeggiani). 

Gorriapondenza. II dott. P. V i s a 1 1 i ringrazia per la sua nomina a Socio 
del Circolo. — II socio P 1 a t a n i a insiste nellc date dimissioni dalla carica di Bi> 
bliotecario. II Circolo ne prendc atto. 

Ammiaaioni di nuovi aoci. Dietro votazione a schede segrete il pro£ G i n- 
1 i o P i 1 1 a r e 1 1 i, proposto dai Soci Guccia c Gerbaldi, & detto Socio non resHuU, 

Memorie e Gomanicazioni. 

FOURET : Sur quelques proprUtls involutives des courhes aJgibriques. 

CASORATI : Su gli asintoti delle linu plane algebricbe (Da uiu Lettera a 
G. B. Guccia). 

MAISANO : VHessiano della sestica hinaria e il discriminanU della forma dd-' 
Votiavo ordine. 

GERBALDI : Sull'Hcssiana del prodotio di due forme ternarie, 

LEBON : Solution du prohlhne de Malfatti. 



ADUNANZA DEL 10 MARZO 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 

Gorriapondenza. II prof. Moore ringrazia per la sua nomina a Socio del 
Circolo. 

Ammiaaiono di naovi aooi. Dietro votazioni a schede segrete il dott. M a* 
r i o Fieri (Torino), ed il dott. Cesare Burali-Forti (Torino), proposti dai 
soci Segrc e Peano, riescono eletti Soci non residenti, 

Momorie e Gomunicazioni. 

BELTRAMI : Note Jisico^matematiche (Lettera al prof. Ernesto Ces4ro). 

MANNHEIM : iiude d'un diplacetnent partictdier d'une figure de forme invariable 
par des procidis ilimentaires et purement giomitriques. 

SCHOUTE : Sur un thhrhne relatif d VHessienne d'une forme binaire (Eztrai 
d*UDe Lettre adress6e & M. G. B. Guccia). 

BERZOLARI : Un nuovo teorema sulle involu^ioni piane^ 
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ADUMANZA DEL 24 MARZO 1889 (Presidenzi F. Giudice). 

Gorrispoo denza. II dott. B u r a 1 i-F o r t i ringrazia per la sua nomina a So- 
cio del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci. Dietro votazioni a schede segrete I'ing. Fran- 
cesco Bottino (Palermo), proposto dai soci Conii ed Albeggiani (M. L.) d eletto 
Socio residente ed il prof. Ernesto Lebon (Parigi), proposto dai Soci Guccia e 
Cerruti, d eletto Socio non residente, 

Memorie e Gomunicazioni* 

ALBEGGIANI (M. L.): Unee geodetiche tracciate sopra talune superficie, 

BR AMBILL A : / triangoli principali di utta curva gohba del 4*^ ordine conpimtc doppio. 



ADUNANZA DEL 14 APRILE 1889 (Presidenza M. L. Albeggiani). 
Gorrispondenza. II prof. E. Lebon ringrazia per la sua nomina a Socio 
del Circolo. 

Memorie e Gomunicasioiii. 

VISALLI : La trasformaiione quadraUca (2, 2). 



ADUNANZA DEL 28 APRILE 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 
Ammissioni di nuovi sooi. Dietro votazione a schede segrete fl dott. E I c I a 
S a d u n (Roma), proposto dai sod Pittarelli e Gerbaldi, & eletto Socio non residente. 
Memorie e Gomunicasioni. 
ZEUTHEN : Extrait d'une Lettre adressie & M. Guccia. 



ADUNANZA DEL 12 MAGGIO 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 

Ammissione di nuovi soci. Dietro votazione a schede segrete 11 dott. G i o- 
vanni Frattini (Roma) , proposto dai soci Pittarelli e Gerbaldi , t eletto Sodo 
non residente. 

Memorie e Gomonicazioni. 

CASTELNUOVO : Su certi gruppi associaU di punti. 

GUCCIA : Sopra un recente lavoro concernente la ridta^ione dei sisUmi Umari di 
curve algebricbe piane. 

In una Memoria intitolata « Ricerche sui sistemi lineari di curve piane algebricbe 
di genere qualunque e sulla loro ridu^ione alV ordine minima (Memoria Ii*)»> comp^rsa 
nell'ultimo fascicolo degli Annali di Matematica (serie 11% tomo XVI, p. 291-327), il 
prof. G Jung, dopo di avere enunciato la segueote proposizione (p. 313): 

tt Non esser lecito concludere che un dato sistema lineare sia di ordine miniroo^ 
a dai solo fatto ch*esso k irriducibile per mezzo di una frasformazione quadratica; I'or- 
(r dine del sistema potendo evetituilmente essere abbassato da una successione di tra- 
« sformazioni quadratiche (*) », soggiunge: 



(*) B e r t i n i ftrm6 per i^ino 1« mU anenskme nlU qacttioM cIm bo ttodkio in qanto ptngnfo 
(7(ou deirAotore). 

Rend.CircMaUm.^ t. m, parte i.*<—StaiDpato addi 8 settembre 1889. 30 
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« Ed ecco perch^ ho crcduto di dover considerare nel presente lavoro anche i 
« sistemi lineari di generc /> = o (§ 3; § 4, VII; § 12, tab. I) c /> = i (§§ 6 e 9); 
a quaotunque, per questi due casi, Targomento sia gii stato elegantemente trattato e, 
« dal punto di vista della irriducihilitci per meno di una T^ , anche esaurito daU'egregio 
« dott. G. B. Guccia (Rend. Circolo raatem., Paleniio, 1. c). 

Q.uest'uhima osservazione lascerebbe supporrc chc io non avessi esaurita la riccrca 
pei casi p = o e /» = i in qu.inio riguirda la irriducibilit^ per mezzo diuni trasfor- 
mazione di ordine qualsiasi (ovvero per una successione di trasformazioni quadra- 
tiche); in altri termini, che in ciascuno dei miei due hvori sulla ri^luzione dei sistemi 
lineari (questi Rendiconli, t. I, p. 139-156, 169-189) rimanesse ancora d i dimostrare 
chc i sistemi d'ordine niinimo [^], [/i], [C], [D] eJ [/:], [F], [G] da me assegnati 
rispettivamente per /> = o e /> = i fossero irriducibili, non sohanto per una trasfor- 
mazione qu.idratica , ma eziandio per una trasform.izione d*ordine superiore. 

Sc questo 6 il pensiero del mio egregio amico , mi sia lecito fargli notare che 
in ordine a ciascuno dei sistemi medesimi il caratlere d' irriducibilita riesce in pari 
tnodo evidente sia che traltisi di una trasformaiione d'ordine n sia che tratlisi di una 
trasfortnaiiane d^ ordine 2. Si hauno infatti : 

Per p = o, 

[.4] . Un sistema lineare d'ordinc {a, dotato di un punto base ordinario di grade 
{il — I e di un punto base semplice a distanza finita; 

[B]. Un sistema lineare d*ordine {a, dotato di un punto base ordinario P di grade 
jjL — I edif(:^oe<jiL) punti base semplici j2i > Ca > • • • > 2j infinitamente vicini 
a P (in direzioni distinte o coincident!); 

[C]. Uq sistema lineare di coniche senza punti base ; 

[D], La rete delle rette del piano. 

Per />= I, 

[E], Un sistema lineare di curve cllittiche del terz'ordine con 

V ( = 0, I, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 

punti base semplici a distanza fmita o infinitimente vicini; 

[F], Un sistema lineare di curve ellittiche del quart'ordine con due punti base 
doppi, a distanza (inita o infinitamente vicini; 

[G], Un fascio di curve dell'ordine 3 m con nove punti base di grado m (dovuto 
al B e r t i n i ). 

Considcriamo, ad esempio , il sistema [B] , siccorae quello che pu6 apparire il 
meno semplice di tutti. Assumendo una rete omaloidica d'ordine n che abbia rispet- 
tivamente in P ed in Q^ (i = i, 2, , . . s) punti base di moltiplicitA a e pj , accioc- 
ch^ il sistema [B] possa ridursi dovrebbe aversi 

jx» — a(jA— I) — 2p, <{A 

i 

owerOy per la nota condizione a ^= S pj (da me fiii volte richiamata), 

i 

jx (« — a — i)< 0; 



V 
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il che i assurdo. Ora, non pare airegregio prof. Jung che questo ragionamento sia 
una ben facile estensione di quello che egli avri sicuramcnte f.:ito pel Ciso n = 2, 
aflfine di riconoscere che il sistcma [B] non era riducibiie per una trasform^zione 
quadratica ? 



ADUNANZA DEL 26 MAGGIO 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 
Memorie e Gomunicazioni. 

GUCCIA : Ricerche sulle superficie e U curve gobbe algthriche doiate di singohuritd 
quaJunque. 



ADUNANZA DEL 9 GIUGNO 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 

Ammissione di nuovi soci. II signor Caraillo Jordan (Parigi) , e 
eletto, per acclamazione, Socio non residenU del Grcolo. 

Gongresso ioternazionale di Bibliograila delle Scienze Matema- 
tiche. In seguito ad invito della Presidenza della Conimissione d'organizzazione del 
Gongresso internazionale di BibliograHa delle scienze niatematiche che sara tenuto 
in Parigi, verso la fine del mesc di luglio, il Circolo delibera di fare atto di adesione 
al Gongresso e di prender parte ai lavori del Repertorio bibliografico delle Scienze 
matematiche. Nomina il suo delegate speciale al Gongresso in persona del Socio prof. 
Gamillo Jordan. 

Memorie e Gomunicazioni. 

GUGCIA : hrevi cenni sii la vita e le opere di C- H, Halph en y nato a Rouen 
il }o ottohre 1844 e morto a Venailles il 21 maggio j88^. 

CAVALLARO : Le trasformaxioni w^ple dello spa^jo a tre diwensioni. 



ADUNANZA DEL 23 GIUGNO 1889 (Presidenza G. B. Gucci a). 

II Presidente annuncia con rammarico alia Societii che la sera del 16 corrente 
ccssava di vivere, in Palermo, il Socio residente Coram. Gaetano Gacciatore, 
professorc di Astronomia nella R. Universiii e direttore del R. Osservatorio Astro- 
nomico di Palermo, membro della R. Accademia di Scienze, Letterc e Belle Arti di 
Palermo c della Reale Societal Astronomica di Londra. 

Memorie e Gomunicazioni. 

BELTRAMI : Sulla funxtone poUnxtah della circonferenia* 
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SUI SISTEMI DI CURVE E DI SUPERFICIE; 



Sou dd prot P. dtl PtZZa, ia NapolL 



Aicttsa iei xl laflw tfS^. 



Nello studio delle singolariti, o dd sisteml di superficie (o curve 
pianc) occorrono spesso i seguenti principi ; (*) 

I** Una superncie F* dotata di singolariti qualunque appardene 
Hcniprc a sistcmi lineari di F**, con ;// ^" «, aventi le medesime sin- 
golarita. 

2" L.: superl:ci-' di un determinato ordine m aventi le medesime 
fiingoUritii di F" costituiscono un sistema lineare. 

3** Se Tordinc //i i sijfScientemente grande quelle singolariti^ sono 
ivincolate tra loro rispetto alle F*", ni i punti dello spazio, o di un 
ilctenninato luogo, sono aggruppati in modo, che le F* passanti per 
nil punto debbano possare per gli altri del gruppo. 

^ jui mi propongo di dame una dimostrazione ricavata dalle cogni- 
/iofii piu elcmentari ndla teoria delle singolariti delle curve piane e 
(iMp&rficic. 

f. Sia 

r(x, y)=f, +/^, + . . . +/, = o (I) 



I'J Nulli ini4 Nou uEtUmione di un Uorema di No ether (Questi Rendi- 
""<<*, \ II, iddU) tuUi) il raglonamento h basato su questi principi. 
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Tequazione di una curva plana dell*orHine w, che passa con r rami pel 
centre O dellc coordinate , indicando al solito con /. un polinomio 
omogeneo del grado i in x ed y. Sia Torigine di diversi cicli, uno 
dei quali d'ordine a di classe a e coUa tangente bx — ^ = o rappre- 
sentato dalle relazioni (*) 

x = t\ y = 5(0 = bf + cf^^ + . . . (2) 

£ noto , ch| a definire a ed a e gii esponenti caratierisiici della 
serie 5(/) concorrono solamente i termini della (i) dei gradi pii pic- 
coli, p. e. minori di r -\- s^^n, Sicchi, se hy> n, Tequazione 

fix, y)-l+f^, + ... +f,+f^, + . . . +/j = o (3) 

rappresenta una cufva piat}a dell'ordine A, che in generale ha neU'o- 
rigine O e nella direzione bx — ^ = o il medesimo ciclo (2). 

Similmente dicasi per gli altri cicli , che hanno Torigine in O e 
le direzioni b' x — ^ = 0, b'^ x — >' = o, ecc. e si conchiuderi, che 
le curve (i) e (3) passano per in generale con la stessa singola- 
rita, salvo quando per valori special! delle costanti arbitrarie contenute 
in (3) questa abbia in una singolariti pin elevata, 

2. Pi6 brevemente pu6 dirsi: nelle vicinanze di O jc ed ^ sono 
piccolissime, sicchi ritenendo in (c) i termini infinitesimi di un ordine 
non superiore ad r + ^ ^ «, la singolariti di /" h sufficientemente 
definita, e quindi la f , pel modo come i formata la sua equazione, 
avr^ in generale in la medesima singolariti di f, 

3. Pongasi 

^=/h.. +/-+> + • ••+A = o> 
che rappresenta una curva d'ordine 6 , per la quale il punto O & 



(*) Per le definizioni e notazioni qui adottate cfr. Halphen, £iude star Us 
points singuUers des courbes algibriques planes , nelU traduzione francese del traitato 
suUc curve piase del Salmon. 
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(n ♦ (>-;/.o. S'lniich: cor. s"^ =: o Teciuzfone di ana curva d'or- 
lUur. h — n, chc non riss: r.-r (.^. La cur.a composta J* ^^^^ z=zo ha 
trvWcnt crnenti; in O la zuiesiniw singoliriu dcLla /', e quixkii anchc 
\w\ n' \irtc. b cur.a /'^'^^ — F =: o. Riassumendo: 

.S/» /* e una data curia plana dctaUi mi punSi O, 0\ 0'\ ... A 
tifigotaritii qualunqiu cm, <»', c«> " . . . ; <r o"^ {con m quanta si vogUa 
mrande) i una am a artitrarsa, chc non passi tci punti O, O^, . . .;ed 
Z'*^ r una curva arhitraria che passa cjn « — i rami per ogni punto 
if, O', . . . U curve d^l sisUma 






= /''/-■ -F- = o (4) 



hmwf in generak mi punti O It nudcsimc singolaritb della /". 

II ^i^tcina (4) c lineare, il numero delle sue dimension! pu6 ren- 
»|tii()i ^/4tulc quanto si vuole, Inoltre quando in esso si intro^'ucano 
jjullt: curve v"** , i"* , . . . , le quali abbiano ciascuna in un punto 
/>^'' li^jpt'ttivamente la singolarita a>^'\ senza passare per gli altri pund 0, 
u » liu |»rc«*c insieme (w, + m^ -j- . . . = m) costituiscano una ^''"j 'c 
ifJlHioluriti o/'> saranno svincolait tra loro rispetto alle i"*. 

j. Kitcrrcmo, che due superficie hanno nel punto O o lungo la 
^M)v/.( /« Li incdesima singolarita co^ o X, quando un piano qualunque 
•J lu \*\^\\A ticcondo due cur\-e , che hanno in , ov\'ero in nitii i 
|inMU /'^f 1^ mcdcsime singolarita. 

, Su^ /»■" =5: o M«^ superficie^ chc abbia lungo le curve L^, L^, , , , L^ 
\iUl;iMnli^^liUli'^^^ \j . . . \ enei punti P^, P^, . . . P^ singolarita date 
,k^ ^ jfc^ , . TV, . Denotino ^j'""" =0 e ^j*" 1=0 rfwe superficie arbitrarity 
^t^^^\' u^^ih hi prima non passa per le curve L ne pei punti P, per la se- 
\^{H^h H|;wl l»hfllo P h (n + iyplo ed ogni curva L e (« + iypla. Le 
\k\p\Mhl^ shI ^iUmtt 

«<,♦♦♦♦*»» <M i|H*r«»*/i' Mi'l /^WM/i P e lungo le curve L le medesime singola- 
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Cio deriva immediatamente dai n' 3 e 4. 

6. Si assoggettino ancora le superficie F"* a passare per un ccrto 

numero di punti semplici arbitrari di f, (2i > Q2 > • • • ^ P^^ ^^ ^^^^^ 
nuinero di punti arbitrari dello spazio, if, , i?, , . . . ; se ne otterri un 
sistema 2. 

Sieno F'» , F'» , . . . F^», F^% . . . delle superficie, che abbiano ri- 
spettivamente lungo la curva Lj^ e nel punto P^, le singolariti \ c t^^^ 
senza passare pei rimanenti punti P e cur\'e L, nfe pei punti Q ed R; 
e sieno P% P*, . . . P^ P* , . . . delle superficie passanti rispet- 
tivamente pei punti Qt ^^ -^^i* senza passare pei rimanenti punti Q 
ed i? ne pei punti P e le curve L. 

Prendasi 

ni = l, +l,+ ... +p,+ />, + ... + ?, + ?,+ ... +^ +^+ ..., 

san\ 

p- = F^ip^ . . . F^'Ff' . . . P«P* . . . F'^'F"* . . . 

una superficie di 2 . Ne risulta , che il sistema (5) gode delle se- 
guenti proprieti : 

1° Le singolariti X e tu sono svincolate tra loro rispetto alle su- 
perficie generiche del sistema. 

2"^ Le superficie di (5) passanti per un punto qualunque Qdi F^ 
non dovranno di necessiti passare per altri punti di F". 

3*^ Le superficie di (5) passanti per un punto qualuuque R dello 
spazio non dovranno di necessiti passare per altri punti. 

7. Le superficie del sistema (5) non sono tutte quelle d'ordine 
m dotate lungo le curve L e nei punti P delle singolariti date X e tt. 
Dimostreremo, che il sistema 1' di tutte le superficie di un determi- 
nato ordine tn, che hanno le dette singolariti, h lineare : poichi 2' con- 
tiene 2 ne risulteri , che esso gode anche delle proprieti qui sopra 
enumerate. 

Sieno F^ , jF^ , . . . Ff k superficie indipendenti (cio6 non ap- 
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partenenti ad un sistema lineare con meno di it — i dimensioni) che 
abbiano in comune delle cun*e L e dei pund P comunque singolari; 
dico che tuttc le superficie d'ordine m^ che passano per la loro co- 
mune intersezione, formano un sistema lineare £'. 
Infatti, le superficie del sistema 

\P^ + \F, + ^3^3 + . . . + \Fu = (6) 

appartengono a I', e se non costituiscono tutto ^\ ve ne sari una 
Fj^^ contenuta in 1' e non in (6 ). Allora tutte le superficie del sistema 

\Pr + \F, + . . . + \F, + X^,Fi^. = o (7) 

appartengono a 2'. E cosi di seguito. Onde si scorge per assunJo , 
che 2' dev'essere lineare. 



Napoli, 26 luglio 1889. 
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SULLE SINGOLARITA COMPOSTE 



DELLE CURVE ALGEBRICHE PIANE; 



(N o ta Prima) 



del dottore G. B. G U i a, in Palermo. 



AduiianXA del 28 laglio 1889. 



La presente Comunicazione si riattacca a van miei lavori suUo 
stesso argomento pubblicati nel volume CVII (2° semestre i888) dei 
Comptes Rendus deirAccademia delle Scienze di Parigi e nel volume V 
(1° semestre 1889) dei Rcndiconti delta R, Accademia dei Lined. 

I. 

I. Richiamer6 anzitutto la definizione della singolariti composta. 
Siano 

I?,] = y [? J = , . . . [9,] = 

le cquazioni irreduttibili di s curve algebriche, i cui primi membri con- 
tengano, linearmente, dei parametri arbitrari. Si supponga chc la curva 
generica 9^ = (1=1, 2, ... s) passi in modo qualunque per un 
punto P del piano; cio6 : 

i" che la curva 9^ = sia dotata, nel punto P, di una singola- 
riti qualunquCy ben determinata, [dj ; 

Rend, Circ, Matem,, t. Ill, parte i.* — Staiupato add\ 8 settembre 1889. 3 1 
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2° chc nelle vicinanze del punto P, fra i rami di due curve ge- 
neriche 9, = o , 9^ = o (/, A' = i, 2, . . . s; i j^ k^ dotate, rispeid- 
vamente, delle singolariti [tJ , [aj , intcrvengano, ulteriormente e co- 
munque, dei mutui rapporti di contatto. 

Indicando con rf[^^ ('=1, 2, ... /;; /? ^ 2) h polinomi 9^ li- 
nearmente indipendenti, scelti ad arbitrio, e con Uj delle costanti arbi- 
trarie, si diri singolarita composta ['?. + ^^^ + ... + <rj quella, ben de- 
terminata, che ogni curva irreJiittibile 

«,9!'?S'' •.■t!" = o 



? 



possiede nel punto P. 

Se, in particolare, Tequazione [9j = o non contiene linearmente 
nel suo primo menibro alcun pararnetro variabile [il che avviene quando 
le condizioni lincari assorbite dal punto P per la curva 9^, d'ordinew,, 
sono in numero -^ //,(«, + 3)], in tal caso, scnza recar pregiudizio 
alia JeRnizione prcceJente , si puo intendere sostituita alia curva 9-, 
una curva 9', di orJine piu clevato, dotata in P della singolariri [<yj 
e tale inoltre che nelle vicinanze di questo punto sostituisca identica- 
mente la curva 9, nel modo come quest'ultima si comporta rispetto a 
ciascuna delle altre curve generiche 9, , 9^, ... 9^^, , 9,^., , ... 9,. La 
curva 9I apparierri allora ad un sistema lincare [9'J di dimensioni > A — 2, 
nel quale potranno assumersi /; curve 9'^'^ , 9'^^^ , . . . 9'^*^ linearmente 
indipendenti; e pero 1 1 curva che indiviJua, in P, la singolariti com- 
posta ['y, + '^2 + • • • + '^v I sara in tal caso rappresentata dall V 
quazione : 

2. Supposto, per ^ = 2, che le curve gcnciiche 9^=0, 9^ = 
posseggano, in P, una sicssa singolaritA [<:'] eJ ulteriori contatti (fissi) 
dei rami dell'una con quelli dciraltra, la singolarita composta [«y -f- a] 
che ne risulta, determinata nel punto P dalla curva irreduttibile 



I 



^^^(0^(0 — 0, (/=,, 2, ... ,,. ;,^^) 



sari indicata, in seguito, colla notazione [2'?]. Ovc, in particolare i 
sistemi [9J, [9,] coincidano, s'intenden\ che i polinomi 9^'^ 9^*) 
<ff^ y ?a'^ ?2*^ • • • 9T J^lla precedeute equazione, rappresentino, posd 
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eguuli a zero, ih curve, linearmente indipendenti, di uno stesso sistcma 
lineare [9]. 

In generale sari indicata con [sc!\ la singolarita composta die si 
produce nel punto P quando, nella definizione stabilita nel n^ precc- 
dente , si suppone che le curve generiche ?, , 9, , . . . ?$ posseggano 
tutte, in detto punto , una medesima singolariti [1] c due qualunque 
di esse ulteriori contatti (fissi) dei rami deiruna con quelli dciraltra. 
Come caso particolare si puo supporre che 9,^'^ = o (/= i, 2, ... 5; 
/ = I, 2, ... /;; h ^- 2) rappresentino sh curve, linearmente indipen- 
denti, di uno stesso sistema lineare [9 J. 

3. Indicando con 7,^ il numero delle intersezioni , confuse nel 
punto P, di due curve generiche 9, =:o, 9jk = o (/, ^3= i, 2, ... 5) 
e con H^ ed £"(,) gli abbassamenti del genere di una curva algebrica 
dovuti, rispettivamente , alia singolariti componente [<ij e alia singo- 
lariti composta [<7(,)] ^ [<?, + ^2 + • • • + ^il* si ha : 

0) E(o~lE,-yi,,=o.n 

i n« 

4. Siano, in generale, 



(*) Vcggasi, per j = 2 : Sur V intersection de deux courbes algibriques en un point 
sinrulisr (Gomptes Rendus, t. CVII, scince du 22 o:t3bfe 188^, p. 6>6-658) c per f 
qu ilunque : Sulla classe e sitl numero dei flessi di un.i curva algebrica dotata di singo^ 
larita qualunque (Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, vol. V, 1° setn., seduta 
del 6 geiinajo 1889, p. 18-25). Nella nota (2) a pifc della pagiaa 657 del primo di 
quest! due livori e nella nota (2) a pi& della pagina 20 del secondo, bisogna aggiun- 
gerc li citazione deirimportante Memoria del No ether: Rationale AusJUhrung der 
Operationen in der TIjeorie der algebraischen Fwwr/w'f^n (Mathetnatische Annalen, Bd. XXIII, 
1884, s. 311-358), di data aateriore a quella del Bertini: Sopra alcuni teoremifoH" 
dMnenldU delle curve plane algebriche (Rendiconti del R. Istituto Lombardo, vol. XXI, 
1888, p. 326-333, 413-424) da me racnzionata, in cui Tillustre geometra tedesco, in 
base alia sua teoria, precedentementc esposta (Math. Annalen, Bd. IX, 1876), della 
risoluzione della singo'arii^ superi^re in singolariti ordinaric, dimostra, col niassiino 
rigore, il tcorcnu fondamcntale di cui ho (atto uso nella mia ricerca , cio6 , cbe piit 
curve si possono sempre , con una trasforma^ione Crernoniana, trasformare in ditre ilo- 
late, aniCiimenlef di punti multipli ordinari e tali^ inoUre , cite in ogni pwiio fiomum 4 
due qualsiasi di esse le tangenti delVuna siano disHnt$ da quelle delPaltra, 
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Ic cquazioni irrcduttibili di s curve algebriche qualunque , i cui priioi 
inembri contciiL^ano, linearmente, dei parametri arbitrari. Indicando con: 

D^i, il nimiero Jellc intersezioni mobili delle curve generiche/=o, 
fk = (/, *= I, 2, ... 5; I 7^ k); 

/), il genere della curva generica /, = o; 

p il genere dclla curva generica (irreduttihile) 

in cui /f'^ (/ = I, 2, ... /;; /; ^ 2) sono h polinomi / lineannente 
indipendenti cd a^ dclle costanti arbitraric; si ha 

(2) /' + ^-i = XA.* + Z/'. o- 

r,* • 

5. Supponiamo, per ^ = 2, che i due sistemi [/"Ji^o ed (/J=o 
coincidano, ovvero che si abbia un sistema lineare 

[f] = o, 

del genere /)^, per il quale : D c il numero delle intersezioni mobili di 
due qualunque dclle sue curve c p^^ il genere della curva irreduttihile 

Z H.f^'V^'"^ = 0y (/, w = I, 2, . . . ; / 5i£ .1) 

dove /^*\ f^^\ f^^\ . . . sono delle curve qualunque del sistema, linear- 
mente indipendenti, cd fl„, ^,^, J,,, ... delle costanti arbitrarie. Si 
ha allora, per la formola (2) : 

(3) D=Prf-2Pf+i r). 



(*) Rendiconti licIU R. Accideinia dci LiiKoi, l^co citato, p. 18. Un'altra dimo- 
strjzione di questo mio tcorenu 6 statu data recentemente dalch.mo prof. Zeuthen 
iu un.i Nota : Uxtrait d'lrte Lettre adressee d M. G tic c i a (Q.uesti Rendiconti, t. III, 
adunanza del 28 aprilc 1889, P* ^l^'^l^)- 

(**) Thiorhnc giiUral concertiant Us courhts al^ebriqufs planes (Comptes Rendus, 
t. CVII, stance du 3 dcccmbre 1888, p. 903). 
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Supponiamo che il sistema Hneare \f] sia deUrminato, unicamente, 
dalle sue singolarita base^ cioc die la curva generica / non debba sod- 
disfaro ad alcun'altra condizione oltre quelle assorbite dai punti base 
del sistema. Indicando con /. il numero delle curve / lineannente indi- 
pendent! (ossia con x — i il numero delle dimension! del sistema [/]), se 

(4) Dyipf- 2, 

si ha 

(5) >c = D -./>,+ 2 n. 

Ora, dalle (3) e (5) segue 

con la condizione (3) e (4) : 

(7) Pff>4Pf—3' 

Si ha quindi la seguente proposizione : 

Teorema I. — Sia [f] = o un sistema lineare qiuxlurtque di curve 
alge.br iche , di genere />^, determinato dalla base. Indicatulo con pf^ il ge- 
nere della curva irreduttibile 



(*) Posto * = X — I, il teorenii espresso dalla relarionc ^ = D — ^ + i {u 
da me dimostrato, occasionalmente alia riduzione dei sistemi linear! di curve razio- 
nali cd ellitticlie, nel lomo I di questi RendicotUi (cfr, GeneraUna^ione di un teorema 
di NoetJjer, seduta del 13 gi'Jgno 1886, p. i39-is6; Sulla riduzione dei sistemi lineari 
di curve ellittiche, etc., seduta del 13 fcbbrajo 1887, p. 16^189) prima colla restridoDe 
che il sistema [/] contcnesse un sistema lineare di genere zero (p. 156) e poscia colla 
restrizionc che contenesse un sistema lineare di genere uno e dimensioni > 1 (p. 180). 
Piii tardi il prof. S e g r c , in una Nota Sui sistemi lineari di curve plane algehriebe 
di genere p (questi Rendiconli^ t. I, seduti del 24 aprile 1887, p. 217-221), fece cono- 
scere como lo stesso teorema potcva riguardjrsi come una conseguenzi di un noto 
teorema di Brill c Noether (M ah. Annalen, Bd. VII, s. 278), per il che pote- 
vaglisi attribuire maggiore estensione, quale si con viene alia condizione D^a^ — 2. 
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dove f^'^,f^'^ , f^'^ , /^"^ soyio qtiottro curve qualunquc del sislema (linear- 
mente indipendenti) cd a una costante arhitraria; se pf, > 4/)^ — 3 * '' 
sistenia ammcltc 

Pff—iiPf- 

curve linearmentc wdipendcnii 

In questo enunciate rimangono cvidenteniente esclusi i fasci e le 
reli di curve, giacche per qucsti due sistcmi linear!, non essendo pos- 
sibile di costruire la curva irreduttibile/^''y^'^ -\- ^/^'y^"^ = o, il numero 
/)yy perde il suo signiticato. 

Per /)y.= e /)^= I la condizionc (4), c conseguentemente la con- 
dizione (7), 6 sempre soddisfatta. E per6, in particolare: 

Qualunque sistema lineare [/J di curve ra:!^ionaliy di dimensioni > 2, 
deter minato dalla basCy ammette pf/+ 3 curve lineannente indipendenti. 

Qualunque sislema lineare [/] di curve ellitticbey di dimensioni > 2, 
deter minato dalla base^ ammette pf^ curve linear mente indipendenti. 

6. Riferiamoci ai sistemi Uneari 

[/,] = o, lX] = o, ... [;:] = o 

considerati nel n° 4. Oltre ai numeri ivi definiti, siano : 

D^. il numero delle intersezioni mobili di due curve qualunque del 

sistema [/J = o (/ = i, 2, . . . 5); 

A il numero delle intersezioni mobili di due curve qualunque del 

sistema 

L^'l = X^J\V'i'^ . 'jy^ = o; (/= I, 2, ... i^, /;> 2) 

7: il genere della curva irreduttibile 

dove <>', , ^a > ^ > • • • ^^^° ^^''^ curve qualunque del sistema [<»'] 
(linearmente indipendenti) e t,, , Z',^^, b^.^ , . . . delle costanti arbi- 
trarie, ovvero (cio che i lo stcsso) il genere della cun^a irreduttibile 
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dove /p'^ , f'^^^ (f = I, 2, ... h\ h > 2) sono ih poHnomi/, linear- 
mente indipendenti, e c^ delle costanti arbitrarie. 
Applicando la formola (2) si ha allora : 

77 = 1 + 2/>— I, 

da cui ricavasi : 

(8) A=XA. + 2y£><,i. 

7. Supponiamo che il sistema [/.] = o (1= i, 2, ... f) sia deter- 
minato dalla propria base; per modo che, indicando con x. il numero 
delle curve /• linearmente indipendenti, se 

(9) A. > 2P, - 2, 

si abbia (5) : 

(10) X, = D,,. — /), + 2. 

In un punto P^ del piano, nel quale le curve generiche/j , /, , .../,, 
degli ordini w,, w^, ... ;;, , posseggono, rispettivamente, delle singo- 
lariti qualunque [<t[] , [aj] , . . . [a;] e , due a due , ulteriori contatti 
(fissi) dei rispettivi rami, la curva generica ^\ del sistema [4>'] d*or- 
dine 7/^,) = w^ + w^ + ... -f- w, , sari dotata (n° i) di una singolariti 
composta, ben determinata, [(i[,)] ^ [d^ + (t, + ... + <^J (*)• 

Cio posto, consideriamo la piu generale curva d*ordine w,,n astretta 
a posscdere, in ogni punto P^ (rz=iy 2, . . .), la singolarit*\ compo- 
sta ['J/,)]. Una curva siffatta, 4>, genereri un sistema lineare [4>], nel 
quale evidentemente i contcnuio il sistema [4>'J dianzi considerato. Sia 



(*) In particolare la singolaritd l^(o1> "^ "" punto P^ , riducesi alia singolaritii 
base [(Ti\ di uno dei sistemi, [fk], se per Priori passa alcuna delle altre curve gene- 
riche ft, jii ... /*_! t /tf I > * * ' fs ' 
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>. il numero delle curve * linearmentc indipendenti chc ammette 
sistcma [4>]. Sc 

(II) A>2/»-2, 

sari 

(12) 1 = 1— p + 2. 

Oia dalle fomiole (2), (8) e (10) si ha 

I I t 

e per6 : 

(13) ^ = Z'', + lA.*-:f+i. 

I $,k 

Osserviamo chc, in virtii dellc formole (2) e (8) , la condizionc 
(11) si traduce nella seguente: 

ZA..>2ZA-25, 

i t 

la quale, alia sua volta, i soddisfatta ove per ciascuno del sistemi [/J, 
[f^'], . . . I/,] sussista la condizione (9). Onde, posto q^=zx.^ — i, b 
forniola (13) somministra la seguente proposizione : 

Teorrma II. — Siano 

f/.]=o, r/j=o, ... [/,]=o 

k cqudxioui irreduttihili di s curve algchrichc qnaluttque^ degli ordini «, , 
n^, ... «, , 1 cni pfimi memhri contengano , linearnunU , dei parametTi 
arbitratt. Siano inoltre: 

Pt > ^Kt ^ y. > rispettivamente : il gcnere, il numero delle interscTiiom 
mobili di due curve qualunque ed il numero delle dimensioni, del sistcmc 
Uncart [/,] (« = i, 2, ... s)\ 
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Z). t il ntimero dclle inkrseiioni mobili delle curve gcneriche /• ed fj, 
di due sistemi [/,] ed [fj] (i, k = i, 2, . . . s; i p^ k). 

Se il sistema [/J e determinalo dalla base e per esso e soddisfatta 
la condi:iione 

allora la curva irrediUtibilc 

{dove f\ , /•' sono due curve qualunquc del sistema [/] e [l una costante 
arbitrarid) apparticne ad un sistema lineare d'ordine «, + w, + . . . -f- «, , 
il quale conliene 

parametri variabili, 

Supposto, per j = 2, clie i due sistemi [/J , [/,] coincidano , si 
ha, in particolare, la proposizione : 

Dalo un sistema lineare qualunquc 00* [/] = o, d'ordine n, di gc- 

nere p, di dimensioni y > 2, determinalo dalla base e talc chc due qua-- 

lunque delle sue curve s'tncontrano in D punti mobili. 5« D > 2/> — 2, 

la curva irreduitibile 

f(r)fO) ^ ,j,/(')y(-) = 

(dove f^'\ f^'\ f^'\ /^"^ sono quattro curve del sistema linearmtnte indi-' 
pendenti e p. una costante arbiiraria) appartiene ad un sistema lineare di 
curve d'ordine 2w oo*?+^. 

8. Nella formola (13) sostituiamo per x^ il valore dato dalla (5), cioi 

Si ottiene allora 

(14) -k = Z A.i + X A.» - ZA + ^ + i> O; *= I, 2, ... r; ipik) 
), ponendo 1, / = i, 2, ... 5 ed '' ^/, 

(IS) 5^=Z^„-Z/>. + *+i. 

Rend, Circ, Matem.j t. Ill, parte i.* — Suinpato addl 8 setteinbre 1889. 3a 
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R per6 : 



Teorema III. — Diiti, come ncl Teorema II, s sistefui limari q^a- 
Itinquc di curve algebrichc 

[/.I = , r'j = , . . . r/j = o , 

JegU ordini ;/^ , ;/, . ... //, , dctcrniinali dalle rispettivc hast, Se pel si- 
St etna [/] (i= i, 2, ... s) c soddisfatta la cotidi:;iwu€ 



A.. > 2p, - 2, 



allora la curva irrcduttihilc 



f\f\ • • • f\ -r «./;7=' . . . /r= o 

■ 

appaitirne ad nn sistcma lincarc d'ordinc w, + w, + ... + w,, il qiiak 
contienc 

Z ^l,i — ZA + ^ ^'^ >== '. ^» . . . r, I ^ ;) 

paravutri variahili. 

In particolarc : 

/)r7/() «;/ sistcma lincarc ['/] = o, d'ordijie ;;, t/i gcnerc /?, rf/ AW«- 
sioni'^ 2, dclcrminato dalla base c talc chc due quaUmquc dclle siu curve 
s'incontrano in D ptinti mobili. Sc /-)> 2/> -- 2 , /^ curva irreduttibik 

appartitnc ad un sistcma lincarc di cnrvi d'ordinc 2n oo^^-^C/^O 



II 



9. I teoremi I , II e III suggcriscoao iinportanti applicazioni in 
ordine a vari problemi rclativi alia tooria dellc cjrve algebridie dotate 
di singolariti qiialunquo, dci quali jui propongo occuparmi in un altro 
lavoro. Pel momento mi limitero a dedurre dagli enunciati precedenti 
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alcune proposizioni concernenti le singolarit.^ algebriche date coraunque 
in un punto del piano. 

A tale oggetto faro anzitutto notare che la condizione 

Dy2pf—2, 
e la sua equivalente 

assegnatc, rispettivamente, nei teoremi II e III e nel toorema I, riman- 
gono sempre soddisfatte per n snfficientemenlc grande, Basta infatti osser- 
vare che, ponendo ^ 

r 

;'/=7(«-0(«-2)-Z£, 

r 

pff= t(2 " - 0(2 « - 2) - Z £; 

r 

(dove I, c il numero delle intersezioni di due cun^e / confuse in un 
punto base P^ del sisteina [/] ed £^, ^, sono gli abbassamenti del 
genero di una curva algebrica dovuti, ordinatamente, alia singolariti che 
possiede in P^ la curva generica / c alia singolariti che possiede in P^ 
la curva generica f^'^f^'^ + af^^^f^"^ = o) ? 1^ medesime condizioni si 
traducono nelle seguenti ; 

r r r r 

in cui /, , E^, E\ sono numeri indiptndenti da n. 

lo. Sia [fj] una singolariti algebrica qualunque, data (**) in uu 
punto P del piano. Siano inoltre : 



(*) Cfr. questi Rendiconti, t. I, p. 3S6-387. 

(**) liitender6, conie sempre, che una singolariti [a], i-i un punto P, sia data 
«nc siano fijsaii tjtti gli e'emcnti cho servono a definirla. Cos^, ad eseinpiD, dicendo 
cho uiu cjspide 6 Jiti in un pant> P bisogni intendere die sia anchc assegnata la 
l>o>iziM^c dcl'a rctti pissantc per P che funziona da tangeute cuspidate. Etc. Iq gene- 
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/y, 11 numero delle intersezioni, confuse nel punto P, di due curve 
qualsiasi che ivi posseggono la singolariti [t]; 

£V rabbassaQiento del genere di una cur\M algebrica dovuto alia 
singolariti [t]. 

In una Nota pubblicata nel 1886 nei Comptes Rendus delPAcca- 
demia dcllc Scienze di Parigi (*) ho dimostrato che il numero C„ delle 
condizioni lineari cui equivale , per una curva algebrica qualsiasi , la 
condizione di possedere, nel punto P, la singolariti data [<r] i espresso 
dalla formola : 
(16) C = /„,-£•,. 

Mostrcr6 ora come lo stesso problcma sia suscettibile di un^altra 
soluzione (in molti casi preferibile alia preccdente), ove si consider! nel 
punto P la singolariti composta, bon determinata, [25], che ivi prende 
origine in virtu della definizione del n" 2. 

Sia y. il numero delle curve/ d'ordino ;i, linearmente indipendenti, 
astrette, unicamente, a possedere, nel punto P, la singolariti data [ff]. 
Indichiamo rispettivamente con pj' e pf^ i generi della curva generica / 
c della curva irreduttibile 

» 

(in cui f^^\ f^'\ f^'\ /^'^ sono quattro curve / linearmente indipendenti 
ed a una costante arbitraria) , dotata , nel punto P , della singolariti 
composta [2<7]. 

Supposto n su^licientemente grande, la condizione pff'>4pf — 3 
e soddisfaita (n * 9) ed ha quindi luogo il teorema I. Cosicchi , rap- 



ralo, poteiiJ) una singolariti qjdlsiasi esierc risoluta, per mezzo di una trasformi- 
zione Cre.mniana, iu pumi multipli (e semp'ici) orJinari (N'oeiher, Math. An- 
na!en, BJ. IX, XXIII), si pu6 dire che una singolariti [<t] 6 data ove ncl piano tra* 
sformito siano fissati t.:tti i punti multipli (e semplici) orJinari nei qua'i essa pu6 
risolversi. E pero, due curve che in un punto P hmno in comune una sinj^^oUriti 
ben dctcrminata [t] sonj quelle le cui trasformite passano, con pari moltipliciti, pci 
punti ordinari che sorg>no dalla risoluzione di [ff]. 

(*) Sur uui qiiesih'i concernanl Us points singiiliers des cotirbes algdbriquis planes 
(Tomo cm, n° 14, p. 594., adunanza del 4 ottobre 1886). 
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presentando con £,, I'abbassamento del generc di una curva algebrica 
dovuto alia singolaritd [2 a], si hanno le seguenti relazioni: 

x = l(»+ l)(« + 2)-C„, 
/'/=7(«— 0(« — 2)--^,, 

Pff= 7 (2 « - 0(2 n — 2) — £„, 
* + 3Pf—Pff=3; 

dalle quali ricavasi : 

(17) C, = £.,-3£aO- 

E per6 : 

Teorema IV. — // nuntero delle condiiioni lineari cui equivdUy per 
una curva algebrica , la condiT^ione di possedere , in un punto dato^ una 
singolarith data [a], c uguale al nutmro che esprime Vahhassamento del 
genere di una curva algebrica dovuto alia singolarith composta, hen deter- 
minata , [2 <t] , che producesi nello stesso punto , diminuito del triple del 
numero analogo relativo alia singolarith data [<r] (**). 



(•) Questa relazione, che ho voluto fir Jiscendere dil teorenia I, poteva anche 
ottenersi eliminando laa dilla formoU (16) insiemc alia formola 

f,^ — 2Efj — 7(7(7 = o, 

la quile b un caso particolare della (i), in cui, per f = 2, ^ supposto che Ic due 
singolarith coincidano. 

(••) Vi ha un teorema analogo nello spazio : // numero Ca delle condi^umi lineari 
cut eqnivale, per una superficie ul^ehriciy la condiijione di possedere^ in itn puniJ P dello 
spazio f una singolarith data [<i| , <? uguale a sa volte V abbassainento del genere di una 
superficie dovuto alia singolaritd data [9], diminuito del quadruplo delV analogo abbassa* 
mento relativo alia singolarila compotta [2 a], individuatay in P, dalla superficie 

ed aumentalo dell' analogo abbassamento relativo alia singolariti composta [) 9] , indivi- 
duata, in P, dalla superficie 

^« ^i ^* + 1* I'd Ft Ff=o\ 
dove F^y Fi,y ... Ff sono superficie dello stesso ordine dotate , in P ^ delta singolaritd 



L 1. 






n zn. r--=u- P cti piiiic. 









.*: 



• ^ I .' »•• 



~, ---r-- - --- . '-1 ft 



'-:-" r— =j. .\L.:r, r=r am corv 
rrr^riicii . r£j:r:vo ills singobrt 



^ji?- - i- 



o 



« . 



■; h- 



:'«rT.cr*; d: •' s.'tr'.c^e i'.-to iJ :r. : -'.: firzj ret: 

SV lonio r:V ^2' crjct- 1-7, r. :4!-:4) -^ei C. n.pfs Krfbi us ho {mo 
ri'nccn: uri'.rtri c.;.r.: ,»•":.': ,!j" :..;..-', C7 ;e- !> ^-:p,?^;'cie I'iZebnche, che ho 1 
Vrf!. il.il ttorrir..i /',^ > /■, ■ /. - . _.. 2 Ji r.c diiroitrjt^ nelU Nota : « 5'mi 
1////// litieari dt mft'-tfuic «'"' '//>.' /» / /./; ,/.' ;.>;.(';•:*.: .'-jjr r.ii ili.tt.ftte » Ctomo 
i|ii.Mi Hnilic ttli, srjii.i dc' 2; fc b'l;') i ^S; , p. S5"^-54); '^f*'. a'tresi p. 3«6- 
ili*!ln Mr-.Mi t- ino). In f)rdii!c 4 i)ic^t'u'tii:i > tc'ircrii i i- P'of N o c t h c r iiii ha I 
II"! in- i iiK* I.I incdf.ijn;! propriet.i rc.tcrcbbc inc'u'^J t cl'.i torn">0!;j, a Ici dovuta 
i).i IV'.ii ii'.i-.iir .il!c Mij cifijic del tcnrcni.i d' !< i c ni .1 11 n c Roch; della quale 
()irl I r, I ili 'uij>orrii:if il »i ito di '.injv>' »nta nrdinirij) :i i •icccnnato sommariameni 
illiiiiiiti i/JMiir lu-ll.i Noli: (1 I'.xtensiiU ilu thi'^rrmt' dc Ri\'i>iiinn-Roch nnx surfaces c 
lUijnti u (( ii|n|i|r-i |<ciidiis» I. ( III. ^c.^l^:o dii 20 octorre 1886, p. 734-"?37). Ii 
Iinmih ilu" pji'i'.ii.t Millf '.nporlicic v lo curve ^nbbc ;ilgebriclic dHitc di singok 
«|ii«iliiih|uo 4MU Urn4 opporiunilA di liiornarc su qucsto argomcnto. 
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dove o\^^ sono /; curve dello stesso ordiiie , linearmente indipendenti, 
ognuna dcUe quali possiede, in P, la singolariti [cr,]. 

Sia / (/ = r, 2, . . . 5) la piu generalc curva d'ordinc //, astretta, 
unicamentc, a posscdero, ncl punto P, la singolarita data [t.]; ed ana- 
logamente : <I> la piu geneiale curva d'ordiiie ;/,,) = n^ + w^ -j- . . . -|- w^ 
astretta, unicamentc, a possedere, nel punto medesimo , la singolariti 
composta ['7,,)]. Le curve /, e ^ descriveranno due sistemi lineari [/J 
c [<I>1, degli ordini n^ ed n^^^ , determinati dalle proprie basi (risp. le 
singolarita [tJ c ['7(,)]). Siano : x e A, rispettivamente, il numero delle 
curve /, , cd il numero delle curve 4> , linearmente indipendenti ; Z), ^ 
(/, i = I, 2, . . . 5; ; 7^ ^) il numero delle intersezioni mobili delle 
curve generiche / ed fi. , di due sistemi [/J ed [/^J. Si ha allora : 

z^=TZ("i+o(«,+2)-2:c, 

Z A.t = Z «. "» — Z ^..f 

i,t f.l; i,fc 

D'altra parte, scegliendo ;/, convenientemente grande, lacondizione 
A,: > -A — ^ s*'^^'^ soddisfatta (n' 9) e si avri , pel teorema II [for- 
mola (13)] : 

A=2!^. + Za.* — •^+ I. 

Sostituendo ora in questa espressione i valori precedenti, ricavasi, 
in virtu dell'identiti 



(«) (z«.y=z«.*+2Z".«*. 

t I uk 

Tespressione : 

(18) ^0 = ZC'. + Z^^f 0*, *=i, 2, ... ^; i^k) 

Si ha quindi la seguente proposizione : 

Teorema V. — Date s singolarita algebriche [<i J , [<ij , . . . [<ij, 
cotnimi]iie disposte in tin punto del piano, il numero delle condvi^ionilineari 
cui equivaky per una curva algebrica^ la condv(ione di possederty ntllo siesso 
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m • 









:.'«s-Vria. hfn ditcrfninata. Ts, -^ « — ... -i 

• .11'- 



siille singolarita composte ci i « 
m , chc c medesxmamente iv^^ 
Si hanno le s^ucnd rehzioni: 



=T<1'= - 0(Z' - O- c;.>. 



D = ^ r:= — 



l^. 






> /. 



. I 



c v:i 






_ V 



" ; . — T £• 



- — ^' ~ — .^ ■• -i_^. ft. t = I, 2,...r,i/*i 









(10) 



c ,= 



1 ^ - Z ^.- 



v'> N,^r. v.- ir.i." "i-c ::::jr>^ct::r.: v.e .*cn-c:-i:.\ o'nr ale singoLariri M, Iccnrt: 
genenche i c^e "c :r,^:\.i.i::? , re>:i i.:Jer.:e-.:cn:e esc?usi in quesu proposiziose 
U 5cc»>r.Ji ip.^ccs: c.T.te:'::? i:^ no. i ieV.'.!i:r:s de Ii 5:r.gj'a-iLi composta dtu Del n* U 
civ^^: che r.c!!c \iviran:s J:! r.r.:? P, :Vl i rirr.i dele curve generiche s c oj che 
ivi ps^SM^or.v^ r:<p. '.e 5:r.i: - jr::j ( r, ] c t^ j u.-^-.njnquc disp'?ste in dcno punro) 
esisuno »:Iicri.^n«crte Jci r.vjtu: r^r^-*r:i c: c?!:^:ai:?. Mj ci6 non tog!ie che la (ot' 
niola o^^ sussisu r.^cJe>;,;ur/:e .;e anche per questD cjs^ , ovc s'intenda v&b di 
j:ji.* Jj ^, n.'i y**.*;j»:.v .V sin^y.^'^i:.: [-;.[ -.,..., 7, j {cc*mun^ug disbcsU nil 
pun,} r\ ••:,! r;: J •::*;> .v /i*-:.' ^efuri::f ;. , i. , . . . ^. fo* U inJifidtumo dtu quit' 
lunque dtUt q»*^li c^ffnim^ nelU fiVrif ji^^ -VJ /-i;/.* P, ulttricri ccntatti ijissf\ dei ram 
JeU'hHj ivn ^uiiii Jeli'jltrj. Lo stesso dicisi. !ln di on, in ordine aUe fomioIeCiQX 
(20). (21), 122), 12 $\ 124) e (2>) stabiliie nei Duiiieri segucnti. 
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E per6 : 

Teorema VI. — Date s singolarith algebriche [d J , [d,] , . . . [dj, 
comunqiie disposte in tin ptinto del piano ^ il numero delle co)jdi:;Joni lincari 
cut equruaky per una curva algebrica^ la condi:^ione diposscdere, nello siesso 
punto, la singolarith composta, ben determinatay [t, + ^a + • • • + ^i]> 
e uguale alia somma delle inlerse^ioni^ due a due, delle singolarith com- 
ponenli [cj , [cj , . . . [a J e di ciascuna di esse con se stessa , dimi-- 
nuita della somma degli abbassamenti del generc di una curva algebrica 
davuti alle medesime singolarith. 

13. Siano dati, in un punto P del piano, due gruppi di singolariti : 

[^,1 > W , . • • W ; bi] y K]> • • • W > 

i quali determinano, rispettivamente, le singolaritik composte: 

ho] — [''i + ^t+ • • • +''s]> [-(ol = [-^1 + ^1+ • • • + '^J- 

Queste ultime dinno origine , alia loro volta , alia singolariti 
composta 

[p] = Ko + '^(ol- 
Indicando con : 

£; ed JE;' (1= r, 2, . . . 5; JS:= I, 2, • . . rispettivamente gli 
abbassamenti del genere dovuti alle singolariti [dj e [tJ; 

I'y ed /;'4, (i, 1' = I, 2, . . . i; *, *' = I, 2, . . . /; 1=1'; 

k = it'), rispettivamente, i numeri delle intersezioni di due singolariti 

[g] , [d^] (ovvero di una singolariti [d.] con s6 stessa) e di due sin- 
golariti [tJ, [t^,] (ovvero di una singolariti. [t J con si stessa); 

7.4 (/= I, 2, . . . i; fe = I, 2, . . . /) il numero delle interse- 
zioni di una singolariti [dj con una singolariti [tJ; 

/(,)(,) il numero delle intersezioni delle singolariti [d^, J e [t^ J ; 

C,) , C,) e C i numeri di condizioxiilineari cui sono equivalenti, 

rispettivamente, le singolariti [d^.j] , [t^^J e [p]; 

Rend. Circ. Matem., t. IH, parte i /— Stampato il 2$ dicembrc 1889. }}. 
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si hanno, in virtCi delle formole (18) e (19), le s^uenri relazioni: 

donde ricavasi : 

D'altra parte, essendo 

[p] = [a, + <7, + . . . + <y, + T, + T, + . . . + tJ, 
si ha, per la stessa formola (19), 

Da queste due ultime relazioni si ottiene : 

(20) /(,)(,) = X ^i.f O 0*= i» 2, ... j; * = I, 2, ... 

14. Supposto, per 5 = /, che la singolariti [tJ coincida coUa sin- 
golariti [<jJ, o meglio che si abbia un sol gruppo di singolariti: 

per il quale voglia conoscersi il numero delle intersezioni con s6 stessa 
della singolariti composta, ad esso relativa, 

b(o] = K + ^»+ ••• +^J> 



(*) Bench^ questa formola, in conseguenza della stabilita definizione della sio- 
goIariU composta, possa riguardarsi come evidente per s6 stessa, pumondimeno non 
rcputo inutile dedurla , come ho fatto , dai risultati precedcnti, in vista dell'uso fre* 
quentc che mi occonrcrd di fame nellc applicazioni. 
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si ha, in particolare, la formola : 

(^0 /(0(0 = Z ^M + 2 y i;,t (/, * = I, 2, . . . r, />£ Q 

15. Si possono finalmente ottenere altre formole ''(non meno utili 
delle precedenti nelle applicazioni) supponendo, nei n' (3), (11), (12) 
e (14), che le singolariti date [a J , [aj , . . . [<t,] coincidano in una 
sola, ovvero che si abbia , nel punto P, una singolariti [<y] , rispetto 
alia quale si vuol considerare la singolariti composta^ ben determinata, 
[s^]y che ivi prende origine a norma della definizione stabilita nel n° 2. 
Indicando a tal uopo con C^y ha ed E^ i numeri: delle condizioni 
linear!, delle intersezioni con sh stessa e dell'abbassamento del genere, 
relativi alia singolariti data [a], e con C,, , 7,^.,^, , E,^ i numeri ana- 
loghi rolativi alia singolariti composta [s a] , si hanno , in virtu delle 
formole (i), (18), (19) e (21), le seguenti espressioni: 

(22) E,^ = ^s[2E^ + {s—i) /^ J , 

(23) C,,=|5[2Q + (i-l)/,J, 

(24) C;^ =7 ^[(^ + O^cra — 2FJ , 

In una seconda Comunicazione mostrer6, con esempi, di quanta 
utiliti riescano , nello studio dei punti singolari delle curve piane , le 
formole sopra stabilite (n* 9-15). 



Palermo, luglio 1889. 
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SULLA INTEGRAZIONE 



DI UN SISTEMA DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 



A DERIVATE PARZIALI 



CHE SI PRESENTA NELLA TEORL\ DELLE FUNZIONI CONIUGATE; 



Nola del prof. Vito Volterra, in Pisa. 



Atiun«nia del lo nOTCoibre 1889. 



I. In una Nota rcccntemcntc pubblicata nei Rendiconti della R. Ac- 
cademia dei Lincei (*) , dopo aver considerate dei parametri differen- 
ziali i quali hanno rispetto allc funzioni di iperspazii un ufficio ana- 
logo a quello dei noli parametri differenziali rispetto alle ordinarle fun- 
zioni, ho accennato alia possibiliti di intcgrare un sistema di equazioni 
diiiorenziali con date condizioni ai liniiti, problema die comprende come 
caso particolare le ordinarle questioni suUa integrazione della equazione 
differcnziale A* = o, e die risolvc una quesiione fondamentale relati- 
vamente alle funzioni coniugate le piii generali (**). 

Mi permetto ora di tomare nuovamente sul problema c di svilup- 
parnc la soluzionc. 



(*) Rend, R, Ace, Lincei^ $ Maggio 1889. 
(•♦) Ibid., 28 Aprilc 1889. 
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U sistema di equazioni dilferenziali t il seguente 

(0 £(-iy ^^->>>w......v.. _Q 



^' ax, 






In queste equazioni x^ x^ . . . x^ sono le variabili indipendenti 
e le />,, ... i^ , ottenute per tutte le combinazioni r ad r degli indici 
I, ... I, ^ I, 2 ... n sono le funzioni incognite. Supporremo le p tali 
che mutino segno per una trasposizione degli indici. Le (i) sono otte- 
nute per tutte le combinazioni degli indici r+ i a r+ i, ele(i') 
per le combinazioni r — i a r — i . 

Nella mia nota Sulk fun:(iom coniugatt ho dimostrato che la con- 
dizione neccssaria e sufEciente afEnch^ siano soddisiatte le (i), h che 
si possa porre 






> 



e ho dimostrato pure che le P possono ottenersi dalle ^ con sole ope« 
razioni di quadratura (*). Se quindi si tien conto del teorema 2^ della 
Nota ora citata, avremo che alle (i) e (i') potranno sostituirsile equa- 
zioni seguenti 



(2) (-iyA'p,....,_. + |;,(-0'a|-J: ^^''-"a'^'-"^'" =o 



dXi, 



2. Passiamo alle condizioni al contomo che definiscono le^i, . . . i,. 

Sia il campo 5. una porzione di uno spazio piano ad n dimen- 
sion! entro il quale le ^ e le P sono monodrome finite e continue 
insieme alle loro derivate, e denotiamo il contomo di S^ con 5^, di 
cui V sia la normale diretta verso Tintemo di S^. Pongasi 

(3) Zl P'l... >r-l '/ COS V Xi, = fli, . . . i^, 

1 

(3') T.(— 0' A,... «*-,',+.... <rt, COS VXi, = fc,...v„, 



(*) Rend, R. Ate. Uneei, vol. V, i" atxa. pag. 6oa* 
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VITO VOLTERKA. 



per un teoremi d'unostrato nelLi chaca Xoca, avremo die cuid S.i 
p sono detennixuce quando sooo nod al concomo i valoc ddk: 
oppure delle b. 

Noi d propooiamo ora dl cscguirc la cfftecdTa dccerxninazaQQe i& 



p qiundo siano note le J o le ^ od caso in cni lo spazio 5, sa 2 
campo sferico. 



« ■ 



puo iiuetpt Any S2^ 



3. Prima di procedere oltre vediamo cooie 
sta questione nella teona geoetale delle funzioiii 

Siano F[S,_]. c 4>[5^_,] due funzioai coniugate. Podano 



dF 



d(X:, . . . X,^) 



= /.. ... 



adotundo le nouzioni delli Nou pi& volte citata (*^, avremo 



dF A. 



^Zcos*(va,J 



*** _ *'I ... *T^t 

J/ 21. cos (>x^) 

Quindi il problenu che ci proponiimo risolverc consiscc nddeiff- 
minire le due funzioni coniugjie F e # entro uno 
cssendo noto al contomo la 



dF , dF 



w-t 



4. uommderemo dal ricercare le condidoni alle quali de^ooo sod- 
\luu(^ )c •! e le > e quesu ricerca h condurremo senza suppooc die 
A ^i.^ uu C4n)po sterico, ma ammettendolo qualunque. 



"W««^ 



^'^ iU^ X. 



I, voL V, 1* tern. pag. 6j>. 
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I* Due condizioni possono ottenersi subito, infatti dovremo evidente- 

mente avere : 

m 

' (I) Z, "*....''-.'/ cos vy„ = o 

I 
GO 4, (— ly *i« , . . ',-1 «^« . . . Wt cos V Xi, = 0. 

Prendiamo poi nella formula (2) della citata Nota (*), la P'i,...iv«,=i 
e tutte le altre P' uguali a zero. Si ottenA : 

dovremo dunque avete 

In modo analogo si troverebbe : 

Prendiamo ora un sistema di coordinate curvilinee u^^u^i ... u^^ 
per individuare i punti dcll'iperspazio 5^, e denotiamo come sempre 
con V la nonnale ad esso. 

Poniamo : 

5, = ^^. 5a = «a, ... 5»-, = ««»-, , 5« = v. 
Sia 



I I 



il quadrato deirelemento lineare di 5^,. 
Quello di S^ resulterfi dato da 



tX^r.dlrdl. + dV,. 



I ^l 



(*) Rend. R, Ace. Linceif vol. V, i^ sero. pag. 651. 
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Poniamo, come sopra, 



Pil...ir= -Ji 



dF 



d(Xi^ . . . Xj^) 



^'1 ... »r — jfTr 



dF 



rf(5.. . . • 5.0 ' 



avremo 



(4) 



P'i...'r — X*^*!.-.*'- 









essendo 



_ ( d(x, . . . x,y _ 

^ - idi^. . . . ui - 



•^I . X • • • -^1 , »-l 



^»-I.I •• • ^»-|,«^i 



onde, scegliendo opportunamente in ciascuna formola il segno di ^D, 
avremo 

^i, V+. = r7= y L ^*i *r A. S/J ^"^^ ' ' I '"^ cos (V Xi,) = 

', ...r+. l/jj^h «... ^i^' d(5Ar+, .--SO 



"(•^'i^'r+a • • • "^'V 




Ora 






|||cos(v*,) 



& eguale ad i se &; = ti^ altrimenti & nulla. Quindi : 



*<l ... 'r+i =r7=Xl ^*I . .. *r 



ove ]^j si intende estesa a tutte le combinazioni degli indici i, 2...11 — i, 
r ad r e /;, . . . /;^, = i, 2 . . . w — i. 
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Ne segue che 

• " d(u,^, . . . m^,) - 



Ma 



L 



^(^*r-H ' ' ' ^in) ^(^»H-a ■ ' ' ^in) 



d(uh^, . . . «*,«,) d(ub^i . . . tt»^,) 



•^^r+i.Wl • • • '^*»-l, 



'r+i 



-^V+i ,*»-! • • • -C4»-., ,*„-! 



onde^ adoperando una notazione gi^ usata (*), potremo rappresentare 
la precedente espressione col simbolo 



L^f+l • • • ^»--i J 



e per conseguenza avremo 






Da questa relazione si deduce 



ondc vediamo che le b debbono soddisfare ancora alle condizioni 



(•) Rend. R. Ace. Lincei, vol. V, 1° sctn., pag. 637. 

Rend. Ore, Maietn., t. Ill, parte i.*— Stampato il 27 diccmbre 1889. $4. 
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(ni) 2.A i; a,. jZ. K^ | ^, ^ ^, JZA. ... ^'- ^c.,,, ....^.jr 

Queste equazioni sono tante qiiante sono le combinazioni dcgli 
indici i, 2 . . . « — r, r -f i a r + i. 
Osserviamo ora die. posto 



"^,'^.E„dldl + d^l = ±^^,E„dldl, 



avrcmo 



E... — E„, = o (j > h) , £„.,= !, 



< 

ondc 



V> • • • M = 

L%+i • • • '^nj 

sc uno dcgli /; (o K) c iiguale ad 11, mentre tutti gli indici h (o /;) 
sono divcrsi da iiy e 

r/^+, , . . . h,^^ > ^n _ r ^^r+i . • . ^^._, 1 

sc tutti gli indici /; e h sono divcrsi da w. 

Considcriamo le esprcssioni clic nclla citata Nota (*) ho inJicato 
con Ok z. , cioc 

?'<-''5lr,ii.i/"[,.,:t:,;,":..*>-4 

Nel nosiro caso avrcmo 

(7) ®*,. ..»-,.«= 

=|x-o■^jI:^/^[,,.,:t:,:,'!:.J'......^ 



(*) /?«;f/. /?. Ace. Lincei\ vol. V, 1® scm., pag. 638. 
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i- (- o'^jzirs- [J; • • • y -. ...*,-.. .j ,(*.... *^. > «) 

^u cui ^j i una somma estesa a tutte le combinazioni degli indici 
I, 2 ... n — I, r — I a r — i, c (/;,.. . /;^_,)^(i, 2 . . , n — i). 
Le a sono date da 

«.. ...ir-,=XiP'>... >r-t '/ <=0S (^ *•') = 

I 

=U- O'-Z.^.. ...'.py '<"■ rf(C'ri j^-'°'""= 

Z/r * I ^v^'r • • • ^ht) 

quindi 



^r—i ** 



Se sono soddisfatte le (i) e (i') deve aversi (*) 

Ok *„ = 0. 

r • • • M 

Dalla (8) si deducono dunque le seguenti condizioni per le a, 






(♦) Ibid. 
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5. C16 premesso passiamo alia risoluzione delia questione propo- 
staci. In primo luogo si potri osservarc che i due problemi di deter- 
minare le p quando si conoscono le a , oppure le b , rientrano Tuno 
nell'altro. 

Ponendo infatti 

rcsulta 



fi 



">, ...■>-. =Z//''.-''-.''<=os(^^'')=Z.(~0'~'?<r...*,-,*,+....'.cos(vA:.,) 



t+l 



K ... 'r+, =ZX-')'/'i....'.-.'.+,...*^HCOSVAr,,=(— l)"2[?,^,...i^,COSVXi. 

I 1 

e le ^ soddisfano allc equazioni di6ferenziali 

perfettamente analoghe alle (i) e (i'). 

Ci limiteremo perci6 a risolvcre la questione ammcttendo date le 
b al contomo. 

Prendiamo come unita di lunghezza il raggio del campo sfe- 
rico S^ limitato dal contomo 5^, e denotiamo con p la distanza dei 
punti di 5„ dairorigine, centro dello spazio sferico. 

Poniamo 



B 
avremo 



»i . . . 'r+i 2Ls V ^J P't .,. »i— 1 'i+i . . . »rH ^'s i 



A*J5 

^^ ^s ( 0' (^»i ^^pit . . . 'i-l »i+l . . . «r+i + /^»i...«l-i'i+i...V+i ^* -^O + 

I 



+ 'tx- ly ^f"'-'--^^' ■-''*' = 0. 



dxi 
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Ora al contomo 5^, si ha 

per conseguenza le funzioni B potranno immediatamente detenninarsi 
con sole operazioni di quadra tura (*). 

Poichi le b debbono soddisfare le condizioni (ir),'cosi avremo 

che le — si conserveranno senipfie finite, onde potremo porre 

I punti del contomo 5„_, li supporremo individuati, comeprece- 
dentemente, per mezzo di un sistema di coordinate? curvilince u^^ «,...«, 
e supporremo semprc che 



IH-I 






sia il quadrato deU'elemento lineare dello spazio 5^,. Ogni punto dello 
spazio 5„ potri essere proiettato daU'origine sopra 5^_, e quindi sari 
individuato dalle coordinate w, , w, . . . w,_, della proiezione e dalTa 
sua distanza p daU'origine. Se poniamo x. = fy^ , avremo che le y^ 
saranno le coordinate della proiezione. 

Conduciamo per un punto qualunque di S^ un iperspazio sferico 
T^^ conccntrico a 5^, di raggio p, Esso racchiuderi nel suo intemo 
un certo spazio T^. 

II quadrato dell'elemento lineare di T^, sari 

I I 

ove 



(*) Vedi una Nota del Prof. T q u c 1 1 i pubblic4ta nei Reudicpnli della Accadenii^ 
dplU Sci^n^e di Goiiinga, 187 j. 
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La nomiale a T^, , diretta verso Tinterno di 7^, sari — p e i coseni 
di direzione della normab stcssa resulteranno 



P 



P 



P 



Noi possiamo considerare r„_, come il contorno dello spozio T^; 

quindi le fomiule trovate nel § 4 , potranno applicarsi a T)^, invece 

che ad 5^,. Basteri osservare che dJ^remo porrc invece delle bs^ ... i^fi* 

Bi 
'' ••• ''^^ = Bi, _ , i^, , prendendo i valori di qucste funzioni nd 

punti di r„_, , e a V dovremo sostituire — p. Oltre a ci6 in luogo 
di D dovremo porre 



fi 



1. 1 



E 



I , »—I 



*^»— I , I • • • *^»i— 1 , «— I 



— p^C-^O 



^!,I ••• -^X.H-I 



•^*-i , 1 • • • -^n-i , i»-i I 



cioi dovremo sostituire a D, p*^" ^^D e cosi analogamente invece di 



dovremo porre 



L«j . . . k^j 

L«, . . . k J 



Applichiamo ora le (6). Scegliendo convenientemente il segno 
di [/D y otterremo 



Tffh 



....=-.'z: K4::::;:;]i,«,....,,fe6 • (v.A^») 



Se teniamo conto delle equazioni 0*^-... *^, ,„ = o, le (7) e (5) 
dinng 
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«— 1 






duks '' •••*''+» d(uk^ . . . Uk^^ tt*,^, . . . Uk,^J 



Prcndiamo 



/ j\r ^ "Kr^'t . . . 'H-i » >Wa • * • y^n) 



n— r— I 



J,*°P" ' 'R«...v+,^P> 



otterremo delle funzioni che per p = o si annuUano almcno d'ordine 
n — r\ onde potremo scriverle eguali a 

essendo Ic C delle funzioni sempre finite. Quindi : 









\- 



Integrando si otterri 



L"r • • • '^rt— iJ 

essendo le K delle costanti arbitrarie. 

Da questa formula, tenendo conto delle (8), segue immediatamente 
che le equazioni 

r ■ • . n 

rosultano identicamente soddisfotte. 
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Dalle equazioni precedenti si deduce : 

^Al . . . *r-i « = 

Ora , tenendo conto delle (4) , si ha che , afEnchi le p si con- 
servino sempre finite i necessario e sufficiente che le or*, h^ siano, 
rispetto a p , infinitesimc alnieno d'ordinc r e le tsi^ ...*,_, ,« almcno 
d'ordinc r — i. Cio non pu6 succedere altro che prendendo le costond 
arbitraric K nuUe. Quindi otterremo : 

"'....-,..=rzrKs|];:::t:]L^^^!^^-(*.-»"^' 



)• 



Queste formule risolvono completamente la questione propostaci. 
!1 processo seguito prova che, almeno ml caso in cui 5^, sia uno spa:(to 
sferico le equa:(tom (I')* (11') e (HI) danno le cofidiiioni necessarie c suf- 
ficienti a cui debbono soddisfare le b affinch^ possano corrispondere ad 
esse delle p che soddisfacciano le (i) e (i'). 

Pisa, ottobre 1889. 
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[Fedi: 1. 1, p. 1-28, 45-88, 1 19-1 $6, 379-39<y, t. II, p. 77-96, i $2, 184-188; t. Ill, p. 230-23 5]. 



Per le pubbli^aiioni periodiche e non periodicbe rice?nte in dooo o in cambio dei Rcndicontt e presenute 
nelle yarie Adananze, Teggaai la Seconda Parte : Biblioteea MatematicB 



ADUNANZA DEL 14 LUGLIO 1889 (Presidenza G. A IbeggianO- 

CSorrispondieiiza. — II signor Camillo Jordan ringrazia per la sua nomina 
a Socio non residente e a delegato speciale del Circolo al Congresso intemazionalc 
di Bibliografu delle scienze matematiche che sarii tenuto in Parigi dal 16 al 26 del 
cor rente mese. 

Ammissione di naovi soci. -^ Dietro votazione a schede scgrete il dott. E t- 
tore Bortolotti (Bologna), proposto dai soci Pincherlc e Guccia, h eletto Socio 
non residente, 

Memorie e Gomonioaaioni* 

VrVANTI : Osservax^ioni sui punti singolari esseniiali, 

GIUDICE : Sulla possibililh di funiioni di sUsso valore^ equivalenti, non identicln. 

Alia domanda ch'io ho rivolta prima velatamente e poi apertamente a questo 
Circolo (*) parmi che risponda la scguente considerazionc. 

Se/(x) e ^(x) sono funzioni date nell'intervallo {a, b), perch& I ^(x). dx 

^^ I /(^)- ^^ ^^^ eguali in tutto I'intervallo 6 necetsark) e sufficiente che, es- 

sendo il medesimo saddiviso in n parti eguali, la somtna complessiva degli intervalli 
parziali in cui f(x) non 6 seropre eguale a ^ (x) divenga infinitesima quando n tende 
aninfinito O* 

Si possono quindi facilmente concepire delle funzioni che hanno sempre lo stesso 
valore e non sono serapre identiche. 

Per es. Se f(x) fe continua in tutto Tintervallo (tf, ^) ed fe /(x)^<p(x) in tutti 
i punti d*un gruppo di prima specie (•**) contcnuto in (a, ^)ed/(x) = ^(x) in tutti 
gli altri punti, sono eguali in tutto I'intervallo (a, h) le funzioni, di x, 

jjnx).dx (%(x).dx 

sebbene esista sempre la derivata delU prima mentre non esiste quella della seconda 

(*) Rtni, 1888; pag. a8, 94, x88. 

(**) Vtli p. es. DarboQz, Sur Us foncHotu discimlinuts (Amulet do l*fieole NomaU topi- 
rieare; 11^, 1875, pag. 7a). 

(***) Ftdi p. es. Dint, Fonddmenti pw U ttorlca dM$ Jut^UnA H fUtrUthiU ru^ (Pitt i»7S 
p*g. 17 • 18). 

Rend. Circ. Matem,, t. Ill, parte i.*— Stampato il 30 dicembre 1889. 35. 
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nei punti del dctto gruppo di prima specie cd in quelli che» senza apparteneie a qK- 
sto, nc sono punti limiti. 



ADUSANZA DEL 28 LUGLIO 1889 (Presidcnza G. Albeggiani). 
Gorrispondensa. — II prof. R. F c 1 i c i aderisce al cambio del Nwvo GmoA 
coi Rendicotiti del Circolo. 

SSemorie e Ck>mi2iiicazioni. 

DHL PEZZO : Sui sisiemi di curve e di superficie. 

GUCCIA : Siilh singolarita composU deJIe curve aJgtUricbe piame. 



ADUXAN7A DELL'ii AGOSTO 1889 (Presidcnza G. Albeggiani). 
Memorle o GomanicazioDi. 

GUCCL\ : Ricercbc sulk superjicie e le curve gdbhe aJgehricbe dotaU di singokrili 

qualunquc. 



ADUSANZA DEL 25 AGOSTO 1889 (Presidcnza G. B. Guccia). 
Gorrispondenza. ~ II dott. Ettorc Bortolotti ringrazia per la saa no- 

mina a Socio del Circolo. 

Memorie e Gomunicazioni. 

ALBEGGIANI (M. L.) : Rivista hihliografica su di utio serilto del sigfwr ClastfL] 

Era i lavori pcrvcnuti in dono alia Biblioteca del Circolo piacemi ricordare oni 
nionografu del sig. B. - 1. C 1 a s e n , canonico della cattedrale di Lussemburgo, dal 
titolo : Sur wie n?uvelh vi^lhodc de risolutian des iquations liniaires ei sur Tap^tica&m k 
ceiie nulbode an calcuJ des determinants (Paris, Gauthicr-Villars, 1889). 

Dopo i lavori del sig. R o u c h e sembrava chc fossero esaurite tutte le ricerche dt 
potcrsi fare ncl cainpo di questa parte deU'algebra elementarc, per6 Tabate CI as en 
con il hvoro citato ha contribuiio non solo dal punto di vista teoricOy bensk anooca 
dal lato di uni piu spedita applicazione del calcolo, a cotnpletare gli studii relad^ iQi 
risoluzionc del sistcmi di cquazioni lineari. 

Lo spazio del quale possiamo disporre con ci pemiette di dare una lunga a'>^^'<« 
dcllo serilto de! sig. Clasen\ ci limitererao quindi a dire brevemente in che coo- 
siste il nuovo metodo e ad enunicrame i prcgi, rimandando, pel resto , il lettore alli 
mcmoria originalc pubblicata ncgli AnnaUs de la Society scientifique de Bnixelles (1887-88, 
t. XII, pp. 25i-28i), o al lungo rapporto fattone alia sudcita society scientKica dal 
sig. P. Mansion (ivi pp. 50-59). 

II metodo del sig. C 1 a s c n ha suo fouJameuto in quello elementare di addi- 
zione c sottrazione , per6 opportunamentc adoperato ed inteso in un senso piCi lato 
che per I'ordinario. Sia infatti da risolvere il sistcma di equazioni : 

(i) -Y^ (x,>, ;:,//) = 0, y, {x,y,-,ti) = o, Z, (.v, >•, t, «) = o» t^i (.r, >•, q[, ii)=o, 
dove -Y, , K, , Z, , t/, indicano funzioni lineari delle quantity chiusc in parentesi; il 
sig. C I a s e n , servendosi del metodo di addizione c sottrazione, elimina una delle 
incognite, p. cs. la x tra le prime due cquazioni del sistema (i), in tal modo si ha 
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Pequazionc Y^ (y, jc, «) = o ; di poi tra questa e reqaazionc X^ — o , per mezzo 
dello stesso mctodo, elimina un'altra incognita, p. es. la y, otticne cosl requazione 
-Yj {x, Xj «) = o. Q.ueste due equazioni possono esserc sostituite alle prime due del 
sistema date, il quale si rauta perci6 nell'altro : 

(2) X^ (Xy t, ") = o, y, (y, t, «) = o, Z, (xy y, ^, u) = o> V, (r, y, ^, «) = 0. 

Ora applicando , in senso lato , lo stesso metodo di addizionc e sottrazione eli- 
mina, ad un tempo, dalle prime tre equazioni del sistema (2) le incognitc .r, ;; in 
tal modo si trova Tequazione Zj fc m) = o ; in seguito tra questa eqiiazione c cia- 
scuna delle prime due del sistema (2), servendosi sempre del metodo di addizionc c 
sottrazione, elimina un'altra incognita, p. es. la %> ottiene in til maniera due nuove 
equazioni che con la Zj = o, possono essere sostituite alle prime tre equazioni del 
sistema (2), il quale diventa : 

(3) ^} C^. «) = 0, ^3 (y, tt) = o, Z3 (t, «) = o, C/j (x, y, t, ") = 0. 

Ora analogamente elimina, come sopra, in unica volta, le incognitc x, ^, x ^^^ 
le quittro equazioni del sistema (3) ottiene cosl Tequnzionc t/^ (//) = o eJ infinc c!i- 
minando u tra questa ultima equazione e ciascuna dellc prime tre equazioni del si- 
stema (3) otticne il sistema di equazioni ad incognitc separate: 

(4) ^4^ = 0' ^4W = 0' ^4(0 = 0, a,(i/) = o, 
sistema il quale, come k, facile diraostrare, equivale a quello dato. 

Pertanto k, da notare, che, mentre il metodo di addizionc c sottrazione, nclla ma- 
niera come ordinariamente viene adoperato , nonchfc gli altri metodi elementari , in- 
troducono fattori comuni a tutti i termini delle varie equazioni , rcndendo cos\ piii 
laboriosi i calcoli, senza dar modo d'avvertimc la presenza avanti che venisscro intro- 
doiti, il metodo adoperato dal sig. C 1 a s e n , elementarc del resto quanto gli altri, 
segnala i fattori che s'introducono, permctte quinJi di liberarsenc, nello stesso tempo 
che porge un metodo di verifica dci vari calcoli, poichfe tutte Ic divisioni che in esso 
debbonsi eseguire sono divisioni le quali devonsi fare csattamente ,*di maniera che, 
ove tanto noa avvenga , si h sic iri che un qualche errorc ebbe ad incorrcre nelle 
operazioni. 

II nuovo metodo riduce almeno di Vd ^^ operazioni a svilupparsi per risolvcrc 
un sistema di equazioni lineari e permctte di conoscere se una nuova equazione, della 
quale va ad usarsi, sia incompatibile con quelle gi^ ottenute ovvero ne sia una con- 
seguenza, mentre con gli ordinari metodi i casi d'incompatibiliti e d'indeterminazione 
debbono essere trattati a parte. Finalmente giova osservare, che siffatto mctodo ofTrc 
ancora modo di calcolare speditaroentc un determinaDte numcrico, anche di un grandc 
numero di dementi, poich^ in vero basta pensare, come dice FA. che « risolvcre dellc 
« equazioni lineari vale tanto quanto calcolare dei determinanti ». 



ADUNANZA DEL 10 NOVEMBRE 1889 (Presidenza G. B. Gucci a). 

Gonispondenza. — II Presidents comunica una Lettera del Sindaco di Pa- 
lermo, Duca della Verdura, in data del 23 ottobre u. s., coo la quale si partecipa alia 
Society che la Giunu Municipale di Palermo ha ddiberato, a titdo d'incoraggiamento, 
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una Urgizionc di Lire 300 al Circolo Matematko.— Li Societi detibera» alTmuiwii 
di ringraxiirc il Sindico c h Giunu Munidpile di Palermo. 

Ammiflsione di noovi flooi. — Dietro vouzioni a scfaede segrete, i s^: 
prof. dott. Martin Krause (Dresda), proposto dai sod Guccta e NLusanoipaL 
doit. Francesco Porro (Torino), proposto dai soca S^re c Peano^ Del Vet 
chio Giacomo (Gravini), proposto dai soci Certo e Guccu; sodo cIctdsoa'M 
residenti del Circolo. 

Memorie e Comonicagioni , 

VOLTERRA : Sulla inltgraiione di un sisUma di equa^iimi diffifrem^iaU a dtrivii 
pariiali cite si presenta ntlla Uoria di!U jnniioni coniugaU. 

MAISAKO: L'llessiano della Sestica hinaria • il discrimimanis d$ihfomadtfftlt' 
tavo ordine (Nota II). 

GUCCIA : Scgnala fra Ic pubblicazioni pervenute in done al Circob il Gv» k 
Analyse infinitesimal por F. Gomes Teixeira, Calculo integral, Primeira FttVi 
Porto, Typ. Occidental, 1889. 



ADUMANZA DEL 24 KOVEMBRE 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 
Memorie e GomunicaBioni. 

VIVANTI : Sidle eijuuiioni algebrico-differeniiali del prima orditu. 

ADUMANZA DEL 23 DICEMBRE 1889 (Presidenza G. Albeggiani). 

II Segretario partccipa alia Society che il socio non residente s%aor Giorgio 
Humbert si 6 fatto inscrivcre, ai sensi deli' Art 1 1 dello Statute, come socic fv* 
petuo, versando in unici volta nclla Cassa del Grcolo la somma di lire treoento. 

II prof. Martin Krause ringrazia per la sua ammissione a socio del Grcolo. 

Ammiasione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete il signor 
Giuseppe Bagncra (Palermo), proposto dai soci Guccia ed Albeggiani (hL L.)b 
6 elctto socio residente. 

Memorie o Gomunicazioni. 

ALAGNA : Condi^ioni percU una forma delVottavo ordine abbia quattropumti doppi, 

GERBALDI : Sulla forma hinaria cuhica. 

In una Nota inserita in questi Rendiconti (t. II, p. 25*27) il prof. Virginio 
R e t a 1 i ha dato alcune costruzioni di problemi riguardanti la fomu cubica binaria 
con due punti imaginarii coniugati, rappresentando questi con un puuto^ircolo, Tafi 
costruzioni sono suscettibili di alcune semplificazioni , che io credo ioteressantc di 
riicvare. 

1° Nella soluzione del problema a) non k, necessario che il circolo K* abbia il 
centro sulla retta r. 

2^ La soluzione del problema h) si pu6 modificare come segue : Si descrivono 
due circoli, I'uno pei puuti A,H^ col raggio AH^ , Taltro pei punti A,H^ col raggio'^r^^ , 
coi ccntri dilla stcssa banda o da b ande o ppostc della rctta r secondo die il punto 
A cade dcntro o fuori del scgmcuto //, //, ; tali due circoli si tigliano, oltrecch^ ncl 
punto //, nel punto domaiidato /*. 
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3^ E alia soluzione del problema c) si pu6 sostituire la segueote : Si co$truisc« 
ua retuogolo su PA ia modo che una diagonale cada su r, sia P' il veitice oppo- 



9to a P; a partire da A si prendono su ^P due segmenti A^ A=^AA^^si tAP\ 



poi si tirano P'^^ e PM, e dal punto P si abbassano le perpendicolari su queste 
rette; ognuno dei piedi di queste perpendicolari, considerato come punto<ircolo, segna 
sopra r i due elementi imaginarii coniugati domandati. 

VENTURI : Sulh deviaiumi locali in longiUtiim $ hUitudine per T Osservatorio di 
Pahrmo. 

n socio HUMBERT comunica verbalmente i seguenti aThiorimis cotuemant turn 
clasu de surfaces algibriques » : 

I. — Si Ton peut tracer surune surface alg^brique, 5; une 
s6rie de courbes, C, de m6me genre, p, et de mfimes modules, 
on peut y tra.cer une seconde s^riede courbes, C, d e m 6 m e 
genre, p', et de mSmes modules. 

Les coordonn^es d'un point quelconque de la surface peu* 
vent alors se mettre sous la forme 

pxi=:2;e(«)e(tr), (£» I, 3, 3, 4) 

Bet ^tant dt$ fonctlons thfitafucbsiennes holomorphes. 
Les courbes Cs'obtiennent en faisant ucs constant e;lescour» 
bes C en faisant v= constante. 

IL ^Si les courbes Csont d^coup^es sur S pzt un syst^me 
de surfaces aig&briqucs 

F ^tant rationnel en X el chaque surface du syst^mc cou- 
pant«fselon une seulecourbe C mobile, les courbes Csont 
unicursales. 

Plus g^niralement, si les courbes C sont d^coup^es par 
un syst^me alg^brique 

F(X, , Jfa, Xj , X4, X, tA) = 0, 

F 6taat rationnel en X et {/l, et les paramfctres X et |i»&tant 
li^s par une relation de genre pf, les courbes C seront dc 
genre ^, et r^ciproquemenL 

IIL^Si un faisceau ponctuel de surfaces d^coupe tut S 
des courbes Cde m6roes modules (chaque surface du faisceau 
coupaBt^selon une seule courbe C mobile) la surface S t%t 
repr^sentable point par point sur un c6ne de ro^me genre 
et de mdmes modules que les courbes C. 

Du premier de ces th^ortoes, et ip^ialcmenr de la representation indiqote pour 
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les coordonn^cs d'un point dc la surface, se d^duisent imm^diatement plusieurs pro- 
positions qui mettent en dvidence une liaison intt^ressinte eotreles courbes Cct C. 

Sif par exemple, snr une courbe Cq de la prtmihre sirie, on consiiUre m points for" 
mant un groupe, F, dans le sens de Af. Nd Iber ^on pourra faire pasur par (haeirn 
di ces points une courbe O, dont V ensemble diUrminera^ sut toute courbe C, um groups 
de m points de mime nature que le groupe primitif. 

Ainsi : F Uant un groupe spkial , les groupes nouveaux seront aiissi des groupes 
spiciaux, de mfme multipliciti el de fnime indice que F; si Ton choisit sur Qdeux 
groupes F, et F, , r^siduels ou cor^siduels entre cux , les groupes correspondants 
sur chaque courbe C seront r^siduels ou cor^siduels, etc. 

Les courbes C jouissent par rapport aux courbes C de la mime propriiti. 

Si nous appelons point spicial d'une courbe gauche un point de cette courbe jouis- 
sant\ par rapport aux surfaces adjointes , d'une propri^t^ invariante pour toutes les 
transformations univoques de la courbe en elle-mSme ou en une autre courbe de mtoie 
degr6 ct de m6mes modules, on pent dire aussi que le lieu d'un point spMal^ iuM 
espice donnU, sur les courbes C, est une courbe O , puisqu'un tel point est caract&ris6 
par une valeur dctermin^e du param^tre v. 

Ainsi , si I'on consid^re sur chaque courbe C les n points en chacun desquels 
une surface adjointe d'un ordre donnd a un contact de I'ordre le plus 6Iev£ possible 
avec la courbe, le lieu de ces n points se dicompose en n courbes 0\ etc. 

Comme exemple, nous indiquerons les surfaces sur lesquelles on pent tracer one 
s^rie simplement infinic de cubiques planes, C, de m£me module. 

Le lieu des points (^inflexion de ces cubiques se dicompose en neuf courbes C', aymU 
toutes le mime genre el les mimes modules ; de m6me le lieu des points stxtactiques se 
dicompose en courbes O de la mime sirie; de m^me aussi le lieu des points de contaa 
des tangentes issues d'un point sextactique, etc. 

Si trois points (Tune cubique sont en ligne droite^ on peul faire passer par ees points 
trois courbes C^ qui diterminent sur toute autre cubique de la sirie trots points igdU" 
menl en ligne droite\ si deux points d*une cubique forment un couple steinirien, on pent 
faire passer par ces points deux courbes C diterminant sur toute autre cubique un couple 
steinirien^ etc. 

La surface du troisi^me ordre se pr^tc tr6s simplement d rapplication de ces 
theories. 

Dans le cas g^nc^ral, les surfaces dont nous avons donn£ la repr^entation para- 
m^rique sont tellcs qu'^ un point x nc correspond qu'un scul syst^roe de valeurs 
de fi et de V ; supposons cette condition satisfaite , on pent alors ^noncer les r6sul- 
tats suivants: 

Soient m et />, m' et ^ les degrds et les genres des courbes C et O. Le genre de la 
surface serappf, et en gdndral : son second genre (Curvengeschlecht) 8(^-1) (p'— i)"f-i; 
son degri 2mm'; le genre des sections planes mmf +w^ -j-m'^ — w — m' -j- i. 
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toumant autour d'un point fixe (726-729). 
ranell et Bachy : Sur les calculs de resistance des systdraes reticulaires a lignes ou 
t- conditions surabondantes (729-731). • 

N® 20 (12 novembre): 

Appelli Sur une classe d'^quations difTdrentiellcs r^ductibles aux equations lineaires 

' (776-778). 

N° 21 (19 novembre) : 

Tisserand: Sur le satellite de Neptune (804-810). 

Gilbert : Sur les accelerations des points d'un solide tournant autour d'un point (ixe 

et sur les centres de courbure de leurs trajectoires (830-831). 
Frolov : Sur les egalites ^ deux degres (831-832). 

N° 22 (26 novembre) : 

Caspary : Sur une maniere d'exprimer, au moyen des fonctions thfita d* un scul ar- 
gument, les coefficients de trois syst6mes orthogonaux dont un est compose 
dos deux autres (859-862). 

N*> 23 (3 decembre) : 

Poincari: Sur les satellites de Mars (890-892). 

Goursat : Sur les invariants des equations difFerentielles (898-900). 

Caspary : Sur rapplicatioa des fonctions theta d'un seul argument aux probiemes de 

la rotation (901-903). 
Giiccia : Theoreme general concemant les courbes algebriques planes (903-904). 

N° 24 (10 decembre): 

Caspary : Sur I'application des fonctions theta d'un seul argument aux probiemes de 

la rotation (937-938). 
Picard: Sur une proposition generale concemant les equations lineaires aux deri« 

vees partielles du second ordre (939-941). 
BoiS'Reymond (P. du) : Sur les caracteres de convergence et de divergence des series 

4 termes positifis (941-944). 
Raffy : Sur la rectification des cubiques planes unicursales (944*946). 
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SaifU'Germain {de): Sur Textension i certains points de Tune des propri^t^s m^ca- 

nlques du centre de gravity (946). 
Gilbert : Sur les accelerations d'ordre quelconque des points d'un corps soUde qui a 

un point fixe (946-947). 

N** 2$ (17 d6cembre): 

Poincarii Sur U thcorie analytique de la chaleur (967-971). 
Picard: Sur un theor6me relatif ^ Tattraction (984-985). 
Bertrandi Rerairques relatives ^ la Communication precddente (985-986). 
Plttcberle : Sur le d^veloppement d' une foaction anilytiq je en sWe de polyndmes 
(986-989). 

• N^ 26 (24 d^cembre) — S^mce publique annuelle: 

Prix d£cern^ pour l'ann^ 1888 : 
Grand prix des sciences mathdmatiques : M. I^mile Picard (Rapporteur: M. 

Poincarl) (1039-1041). 
Prix Bordin : M«« Sophie deKowalewsky (Rapporteur: M. Dirhoiix) (1042). 
Prix Francoeur :M. 6mile Barbier (Rapporteur : M. Bertrand) (1043). 
Prix Poncelet : M. Collignon (Rapporteur: M. Bertrjnd) (1043). 

Programme des prix proposes pour les ank^e? 1839, 1890, 1891 et 1893. 

N° 27 .(31 d^cembre) : 
(alcuna comunicazione di matematica pura). 



Philosophical TranBactions of the Royal Society of London (A). 

For the year MDCCCLXXXVII — Vol. 178 : 

Qdvifwell : On the Discrimination of Maxima and Minima Solutions in the Calcu- 
lus of Variations (95-129). 

Lamb: On Ellipsoidal Current -Sheets (i3i»i59). 

SylvtsUr and Hammond : On H a m i 1 1 n's Numbers (285-3 ' 2). 

Darwin (G. H) : On Figures of Equilibrium of Rotating Masses of Fluid (379-428). 

Thomson : Some Applications of Dynamical Principles to Physical Phenomena. Part 11. 
(471-526). 

Rendiconti della R. Accademia dei Linoai. 

[Vedi t. n, p. 46]. 

Volume IV (1888) — Second© Sei^estrs. 

BattagUnii Sui punti sestatici di una curva qualunque. Nota I* (238-246). 

BiiH : Sopta It Entropia di un sistema Newtoniano in moto stabile. Nota I* (11 3- it 5). 

Nou !!• (195-198). 
Bianchi: SuUe si^criicie Fuchsiane (161-165). 
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Briofchi: Le equazioni-diflferenziiU pei period! delle fanzioni ipcrcllittiche a due varia- 

bili. Nota P (341-347). ^ou II* (429-436). 
Cesaro: Sur une distribution de signes (133-138). 

— Moti rigidi e defoniiazioni rcrmiche negli spazii curvi (376-384). 

Padoi'a : Sulla teoria dclle coordinate curvilinee. Niti I* (369.384). Nota IP (4)4-4>8). 
Tonelli : Sopra uni certa equazione ditTeren/-idIe a derivate parziili dil 2^ ordine(384-388). 

— S.ipra una certa equizione a derivate parziali del 3^ ordine (4)8-461). 
FclUrra: Sulle fjnzioni anilitiche pDlidromc (355-361). 



Proceedings of the Cambridge Philosophical Sooiety. 

Vol. VI. — Part IV (Lent and Eister Terms, 1888): 

Hohson: On a Radiation Problem (184-187). 

Brill (/.): Notes on Conjugate Functions and Equipotential Curves (187-199). 
Bryan-. On the Stability of Elastic Systems (199-210). 
Brill (/.) : Orthogonal Systems of Curves and of Surfaces (230-24$)« 
Bryan: On the wjves on a vrscous rotating cylinder, an illustration of the influence 
of Nnscosiiy on the stability of rotating liquid (24S-264). 



Giornalo di Matsmaticho 

ad uso degli studenti delle UnivcrsitX Italiane, pubblicato per cura 
del prof. G. Bat tag I ini, in Napoli. 

ToMi I-X (1863-1872): 

Albeggiani: Sviluppo di un detemiinante ad clememi binomii ed applicazioni (X, 

279-293). 
Allocati : Dimostrazione di un teoremi di V i 1 1 a r c e a u (I, 284-285). 
Anonimo : Sopra due quisti^ni del Sal m o n nel trittato d:".c coniche (VH, 254-255). 
Artnenantei Sui determinanti cubici (VI, 175-1S1). 

— Sopra un'equazione delPottavo grado (Vcdi Jung) (VII, 98-104), 

— Relazione sulle lezioni complemenia'.i date nell' Is:ituto Tccnico superiore di 
Milano (idem) (VII, 224-234). 

— Sulle trasformazioni birazionali o univoche , e sulle curve normale e subnor- 
male del genere /> (idem) (VII, 255-253). 

Arield: Sopra alcune applicazioni di una formola data da Jacobi (IX, 32-37). 
Ascbieri : Sopra un complesso di seconds grado (VIII, 35-37), 

— Sopra un complesso di scconJo grado. Generadone gCDmeirica dei complessi 
di 1° grado (VIII, 229-234). 

— Sopra i sistemi di rctte (X, 343-346). 

Ascoli: Alcuni teoremi su!Ie curve piane algebriche (V, 358-361,365-366). 

— Sopra un tcoremi di Jonquiircs (V, 377). 

— Un teorema di geomeiria (V,- 378-380), 

Rmd. Grc. Matctn,^ t. Ill, parte 2*. 2. 
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Barillari: SuUa divisibility dci nunicri periodici, e sulia detenninazione dei periodi 

decimali (IX, 125-135). 
Battaglinii Teoria elementare delle forme geometriche (1, 1-6, 41-46,97-209,161-169, 

227-239). 

— Sulle seric di curve d'indice qualunque (I, 170-174). 

— Iniorao ai sistemi di 2° ordine, e di 2* classe (I, 287-290). 

— Sulla dipendenza duplo-anarmonica (I, 321-328). 

— Sul parallelogrammo delle forze (I, 365-367). 

— Intorno alle condizioni d'equilibrio d'un sisiema di forma invariabile (I, 367- 368). 

— Sulle divisioni omografiche inimaginarie (IF, 142-151). 

— Sulle forme binarie dei primi quattro gradi (II, 170-179,193-202, 243*253, 340-351,* 
III, 24-31,51.59,215-227). 

— Intorno ad una memoria del signor T u r a z z a (II, 295-297). 

— Sulle forme binarie di 2° grade (III, 22-23). 

— Sulle forme geometriche di 2* specie (III, 298-310; IV, 96-122,174-186). 

— Sull'equilibrio di quattro forze nello spazio (IV, 93-95). 

— Sopra una curva di 3* cUsse e di 4° ordine (IV, 214-222). 

— Sulle forme binarie dei primi quattro gradi appartenenti ad una forma tema- 
ria quadraiica (V, 39-56). 

— Sulla geometria immaginaria di Lobatschewsky (V, 217-231). 

— Intorno ai sistemi di rette di primo grido (VI, 24-36). 

— Intorno ai sistemi di rette di secondo grado (VI, 239-258; VII, 55-75). 

— Sulle forme lernaric quadratiche (VIII, 38-59, 129-156). 

— Sulle forme binarie di grado qualunque (IX, 1-18,76-86). 

— Sugli assi principali (IX, 38-45). 

— Sui determinant! (IX, 136-144). 

— Sulle forme temaric di grado qualunque (IX, 152-169,193-205). 

— Intorno ai sistemi di rette di grado qualunque (X, 55-75). 

— Sulla composizione delle forze (X, 133-140). 

— Sulla teorica dei momenti (X, 175-180). 

— Sulle serie di sistemi di forze (X, 180-187), 

— Sul movimento geometrico infmitesimo d'un sistema rigido (X, 207-216). 

— Sul movimento geometrico fmito d'un sistema rigido (X, 295-302). 
Bertini : Nuova dimostrazione del teorema « Due curve punteggiate proiettivaraente 

sono dello stesso genere » (VII, 105-106). 
Beiso: Sull'integral seno, e I'integral coseno (VI, 313-323). 

— Del concetto di funzionc nell' inscgnamento della geometria elementare (VII, 
231-136). 

XPsen*" X 
dx (VII, 210-212), 

— Sopra alcuni integral! doppii (X, 79-92). 

— Sopra alcuni integral! definiti (X, 129-127). 
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— SuIIa serie ^ (^Tlfoii ^'^' '^■'^4^- 

O 

Be///: Necrologia di Ottaviano Fabrizio Mossotti (F, 92). 

— Sopra le funzioni algebriche d'ana variabile complessa defmita da un'equazione 
di 3*» grado (HI, 143-145). 

Bolyai : Sulla scienza dello spazio assolutamcnte vera (traduzione dal latino di B a t- 

taglini) (VI, 97-11$). 
Beltrami: Soluziooe d'un problema rcbtivo a!le superficie di 2° ordine (I, 68-73). 

— Sulle coniche di 9 punti (f, 109-118). 

— Sulle equazioni algebriche (I, 123-124). 

— Estensione alio spazio di 3 diaicnsioni dei teoremi relativi alle coniche di 9 
punti ([, 208-217, 354-360). 

— Articolo bibliogr jfic ■) sulla Teoria dei sistemi semp'ici di coordinate, e suUa 
discussione dell'equazi me generale di 2° grado in coordinate triangolari e tetrae- 
driche di Chelini (I, 319-320). 

— Ricerche di analisi applicata alia geometrii (II, 267-282,297-3o5,33i-339,3)$-37$; 
III, i$-22, 33-41,82-91, 228-240,311-314). 

— Di alcune proprieti generali dellc curve algebriche (IV, 76-92). 

— Dimostrazione di due fomiule di Bonnet (IV, 123-127), 

— Di una proprietii delle linee a doppia curvatura (V, 21-22). 

— Intorao ad una trasformazione di variabili (V, 24-27). 

— Corrispondenza (V, 89-92). 

— Sulla minima distanza di dje rette (V, 3)i-3S4)- 

— Siggio d'interpretazione della geometrii non euclidca (VI, 284-312). 

— Articolo bibliografico sulla teorica generale delle funzioni di variabili complesse 
del prof. Casorati (VU, 29-41). 

— Alcune formule per la teorii clementare delle coniche (IX, 341-344). 

— Intomo ad una trasformazione di Di rich let pC, 49-)2). 

— Teoremi di geometria pseudosferica (X, 53-54). 

— De! moto geomctrico d'un solido che ruzzola sopra un'altro solido (X, 103-115). 

— Sulla supcrfuie di rotazionc che serve di tipo alle superficie pseudosfcriche 

(X, 147-159)- 

— Necrologii di Alfredo Clebsch (X, 317-348). 

Brioschi: Intorno ad una trasformazione delle forme quadratiche ([, 26-29). 

— Sopra una proprieti delle forme ternaric (I, 65-67). 

— Lezioni sulla teoria delle funzioni Jacobiane ad un solo argomento (II, 8-12, 

33-39» I29-M4)- 

— Corrispondenzft (Vedi Cremona) (VII, 5 1-54). 

BusUlli; Determinazione analitica d«i centri di pressione delle superficie immerse in 

un liquido omogeneo pesante (VII; 152-159, 213-220). 
CaUarera : Su talune proprieti dei dcterminanti , in ispecie di quelli a matrici com- 

poste con la serie dei numeri figurati (IX, 223-232). 
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CaJioJari: Kuova soluzionc gencrale in uumeri razioDali della equaziooe 

ti'* =z a •*- bv -\- cv^ (VIT, 177-192). 

— Soluzione gcneralc dell'equazione jr* = x' + . . . -f~ ** (VII, 313-31^. 

— Ricerca dei valori razionali di v chc rendono un quadrat3 il poltnomto 

a -\- hv -{- cif^ + dv^ -Y ev^ (VII, 3 17-350). 

— SulPcquazione u^ = Ax^ zh By^ (VIIF, 28-34). 
Castani'. Studio element irc intomo aH'omologia (III, i>o-i6>). 

— Saggio clcmcntire di geomcirii delU sfcri (IV, 15-32, 131-149 223-237, 
573-380). 

— Intorno .igli assi armonici d'un sistemi di rette, c di piani (IV, 128-130). 

— Coordin.ite sferichc omogenec (VI, 81-96), 

— Studio intomo a'la conic i dei 9 punti e deMe 9 rette (VII, 369-373; VIIF, 374-376). 

— Sul triangolo coniugato di due CDnichc (VIII, 200-201). 

— Intonio allc forme binirie (X, 230-254). 

Chelini : Sul teorcm i del Prof. Beltrami espv')*to j pag. 21 del vol. V, (V, I9(M90- 
Cremona: SuIU tcoria dellc conichc (I, 225-226; II, 17-20). 

— Un teoremi suUe cubiche gobbe (I, 278-280). 

— SuUe trasformazioni gcomctriche del!e figure piane (I, 305-311; III, 269-2S0, 
363-576). 

— (Zorrispondcnza (I, 517-518). 

— Area d'un scgmcnto di sezione conica (I, 560-364). 

— Considerazione sulle cur\'c piane del 5° ordine (II, 78-8)). 

— Notizia bibliografica sulle opere di Desargues (II, 115-121). 

— Sulla proiezionc iperboloidica d'uni cubica gobba (II, 122-126). 

— Nuove ricerche di gcomctria sulle cubiche gobbe ed in ispecic suUa parabola 
gobba (II, 202-210). 

— Sulla teoria dclle conWie (III, 60-64, 11 5-120). 

— Corrispondenza (Vedi B r i o s c h i) (VII, S '•$4)- 

— Corrispondenza (X, 47-48). 

Crocchi: Teorema di geometria (X, 502-305). 

— Osscrvazioni e quistione (X, 504-306). 

De Bemardis : Re'azione dei corsi di geometria superiorc, e di Analisi superiorc nclia 
University di Napoli negli anni 1870, 1871 (Vedi Fuortcs) (IX, 233-258). 
Db Gasparifi ¥oTmo\e pel calcolo dclle orbitc dei pianeti e delle comnc (III, 42-46). 

— Rotazione d'un sistema variabile di trc masse che verificano la legg*! dellc arec 
(III, 257.268, 544-562; IV, 548-3)2)- 

— Sopra una funzione, che prcsenta il caso d'un minimo nel problema dei tre 
corpi (IV, 35-57). 

— Ricerche ulteriori sulla rotazione d'un sistema di tre masse che verificano la 
legge delle aree (IV, 202-209, 548). 

— Moto d'uQ sbtema invariibile di punii materiali esistcnti in un piano intomo 

» di graviti GV, 353-358). 
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— Sul ca'colo del valore dclla funzione y^ .. (VI, 16-23). 

Del Grosso : Sulle equazioni differcnziali che si preseatano nei proble.ni di meccanica 
([, I29-I5>, 203-208, 257-264; IV, 243-277). 

— Sulle perturbizioni planetarie (V, 6>-8S, 129-152, 193-216; VI, 1-1$, 125-152, 

324-343). 

— SulPatirazione degli sferoidi (VH, 137-151; VIII, 97-128, 206-221, 333-365). 
De Rossi: Sulla locale del centri delle coniche che toccano due rette, e passano per 

due punti (VII, 174-175). 
Di Legge : Formole rehtive al scno e coseno della sonima degli archi (IX, 377-379). 
Dini: SuU'equazione differeazule delle superficic applicabili sopra una superficie data 

(II, 282-288). 

— Sulla teoria delle superficie (III, 65-81). 

— Sulle superficie di curvatura costante (III, 241-256). 

— Sopra alcune proprieta delle superficie rigate (III, 281-297). 

— Sulle superficic gobbe che possono esser rappresentate da una equazione data 
a derivite parziili del sejonJo ordine (III, 521-337; IV, 305-318). 

— Sulle superficie gobbe applicabili su quelle di rivoiuzione, e su alcune proprietii 
delle superficie gobbe, delle normili principali di una curva (IV, 298-304). 

— Sulle serie a termini positivi (VI, 166-174). 
Doma: Sulla catenaria di uguale resistenza (1, 73-77). 

— Sulla dimostrazione del parallelogrammo delle forze (II, 63-64). 

— Sulla stibiliti dell'equiiibrio (II, 65-72, 97-103). 

— Sulle trasversali nel triangolo (III, 4). 

— Nozioni teoriche suiratirito (III, 202-213). 
D'Ovidio: Due teoreini di detenninanti (I, 135-139). 

— Sopra un probleraa di geomctria (I, 183-186). 

— Alcune locali (I, 265-270). 

— Dimostrazione di alcuni te^remi sulle superficie sviluppabili di quiato ordine 
(III, 107-113, 184-189, 214-218). 

— Nuova dimostrazione d*una formula di Abel (IV, 37-45). 

— Nuova esposizionc^delb teoria gene rale delle carve di seconds ordine in coor- 
dinate irilineiri (VI, 46-66 190,-216, 259-283; VII, i-i6). 

— Sopra due teoremi del Mannheim (VII, 107- 1 11). 

— Sui punti, piani e rette in coordinate omogenee (VIII, 241-284). 

— Sul libfo XII d'E u c 1 i d e , c s jI trattato di Archi medc relativo alia misura 
del circolo e dei corpi rotonJi (IX, 122-135). 

— Alcune relazioni fra le mutue distanze di piii punti (IX, 211-216). 

— Sulle curve del 3° ordine circoscritte ad un quadrilatero complcto (X, 16-32). 

— Sopra alcune formule in coordinate di rette (X, 33-36). 

— Sulle linee e superficie di 2'^ ordine rispeito a cui due date linee o superficie 
di 2^ ordine sono polari reciproche (X, 313-519). 

Eugenio : Dimostrazione d'un teorema d' E u I e r o (VII, 377) 
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— Dimostrazione d'un tcorerna nella tcoria dei numcri (VIII, 162*165). 

— Considerazioni intorno a taluni detemiinanti particolari (VIII, 285-290). 

— Alcune ricerche sulle frazioni continue (IX, 358-365). 

Fergola : Sopra talune propriety delle soluzioni intere e positive deU'equazione 

«i + 2 «,+ ... +«*«=« (^ 328-334). 

— Sopra una proposizione clementare di calcoio integrale (II, 264-266). 
Fiori : Dimostrazione d'una irasformazione di determinanti (X, 170). 

Foscolo : Sulla necessaria esistenza d'una radice re ile od immaginaria in ogni equa- 

zione algebrica (II, 13 16). 
Frattini: Sulle coordinate curvilinec (X, 235). 
Fuortes: Dimostrazione d'un teorema d'Eulero (VII, 378). 

— Relazione dei corsi di Geometria superiore e di Analisi superiore nell'Univer- 
sit4 di Napoli, negli anni 1870,1871 {Vedi De Bernard is) (IX, 233-258). 

— Le sezioni piane del toro (X, 97). 

— Sulle curve e sulle superficie di 2° ordinc, che dividono dati segment! arrao- 
nicamente (X, 98-102). 

Gamhardella : Sul numero delle soluzioni intere e positive dcU'equazione ax-\-hy-\-cizaKm 

dove a, ^, c sono numeri imeri c positivi (IX,' 262-265). 
Genoccbi: Intorno al metodo diapprossimazione di Newton (II, 27-29). 

— Dimostrazione d'un tcorenia intorno ai prodoiti di alcune somme di quadrati 

(n, 47-48). 

— Intorno ad una trasformazione di alcune equazioni a tre Viriabili (V, 106-109). 
Grandi : Di una fonnola nota che si pub ded irre da un teorema di C a u c h y 

(Vn, J74-J75)- 
Hesse : I determinanti elementarmcnte esposti (Traduzione dal tedesco diValeriano 

Valeriani) (X, 217-229, 325-342). 

Hirst: Sull'inversione quadratica delle curve piane (IV, 278-293). 

— Discorso sull' Introdjzione agli elementi di Geometria del Prof. Wright 

(VI, 369-370). 

— Discorso sopra Euclide come libro di testo (IX, 180-187). 
Houel : Corrispondenzi (VII, 50). 

— Note sur I'impossibilite de domontrer par une construction plane le principe dc 
la th^orie des parallSles dit Postulatiini d' E u c I i d e (VIII, 84-89). 

Imchenetsky : Sur les fonctions de Jacques Bernoulli, etsur I'expression de 
la difT<^rence entre une somme et une integrale de m^mes limites (Traduction du 
russe par Houel) (IX, 87-103). 

Ish : Sulla risultante di due «quazioni (VIII, 1-27). 

Jadan^a : Sulle progression! a due ed a tre diffcrenze (VI, 375-379; VII, 17-23). 

— Sulle progressioni ad n differenze (VII, 1 17-130). 

Jamii (G) : Teorica dei contravarianti, degl'invarianti e dei covarianti (I, 174-183 , 
194-202, 240-253, 340-351; II, 135-142, 161-170, 211-223). 
-'- Sopra un determinante minore d'un dito determinantc (I, 270-275). 
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— Teorica dei determinanii simmetrici gobbi (I^ 27 $-278), 

— Sella rotazione dei corpi (V, 3SS-3S7)* 

— Mctodo per calcolare con approssimazioni successive certe le radici reali delle 
equazioni algcbriche (VIII, 157-160). 

— Esposizione della nuova geometria di Pluckcr (VIII, 302-326). 

— Esposizione de!Ia teorica delle sostituzioni (IX, 280-340; X, 193-206). 
Janni {V): Teoria georaetrica delle curve del 2^ ordine (I, 7-10, 77-81). 

— Dei diametri coniugati paralleli nel sistema di due srperficie di 2^ grade 
(I, 223-224, 280-282). 

— Sul momento di una forza preso rispetto ad un asse (I, 282-283, 351*354)* 

— Sulla notazione abbreviau, applicata al teorema di B r i a n c h o n (II, 253-255) 

— Sulla risoiuzione delle equazioni numeriche (V, 182-183). 

— Dimostrazione d'un teorema di geometria elementare (VI, 371). 

— Decomposizione d'una equazione di 4° grado fra due variabili, in due fattori 
razionali di 2° (VII, 28). 

Janquiires (de): Corrispondenza (I, 128). 

— Theor^mes fond^mentaux sur Ics series de courbes et de surfaces d'ordre quel- 
conque (IV, 4S-53)- 

— Note sur les series de courbes k double courbure (IV, 210-211). 

— Note pour le « Giornale di Matematiche » (IV, 212-21 3). 
Jordan: Sur la th^orle des substitutions (X, 116). 

Jung : Sopra alcuni teoremi di Gauss intorno a!la teorica della ripartizione del cir- 
colo (VI, 67-80). 

— Sopra un'equazione dell*ottavo grado (f^edi Armenante) (VII, 98-104). 
-~ Relazione sulle lezioni complementali date nell'Istituto Tecnico superiore di Mi- 

lano (idem) (VII, 224-234). 

— SuIIe trasformazioni birazionali o univoche, e sulle curve norroale e subnor- 
male del genere p (idem) (VII, 23^-253). 

Lemoyne : Intorno ad un problema di partizione sopra alcune funzioni simmetriche 

(X, 93.96). 
Lobatscbewsky : Pangeometria (Traduzione dal francese) (V, 273-336). 
Martini: Nota sul caitgiamento della variabile indipendente (II, 353-354). 

— SuU'integrazione per approssimazione (III, 91-94). 
MaUbiessen: (Juelques th^or^mes sur le quidrilat^re (V, 232-235). 

— Resolution nouvelle de Tiquation de quatri^me degr^ (V, 234). 

Ma:^ola : Metodo elementare per calcolare speditamente valori prossimi del rapporto 
della circonferenza al diametro, e per trovare tanti termini quanti si vogliono 
delle serie circolari. (II, 92-94, iio-!i4). 

Mogni : Sopra gli assi permanent! di rotazione d'un corpo (11, 289-294). 

— Teoria del movimento d'un punto in un piano quando si ticnc conto della 
rotazione della terra (III, 121-132, 166-183). 

— Di una propriety delFiperboloide (IV, 321 -326). 

— Sopra il pendolo ad oscillazioni coniche (IV, 337-338). 
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— Sopra Ic diverse espre$8ioni della forzi acceleratrice nclla teoria dclle fori 

ccntrali (IV, 339-344). 
MoUame: Alcuni teoremi di ge^metria (IX, 64-67). 

— Sulla trasformazione con:iniia d'una figura piina, la qua!e resti «empre orao 
grafica a s^ stessa , e di cui quattro punti qualunque (trc dei quiU non sien 
per diritto) dcscrivono quittro linee omografiche date (IX, 269-279). 

Novi : Riduzione in seric dellc facolti analitiche (II, 1-7, 40-46}. 

— Sugrinvarianti e i covarianti delle forme biairie (II, 306-314, 321-330). 
Padova : Sopra alcuni teoremi di S i e i n e r (V, 240-249). 

— Sai dctermioami cubici (VI, 182-189). 

— Bibliografia (VI, 372; VII, 221-223). 

— Applicazionc del metodo di Ham i 1 1 n al moto d*un punto sopra una sa< 
pcrficie (VIII, 90-96). 

— Sopra due teoremi del Neumann (VIII, 296-301). 

— Del moto di un ellissoide in un fluido incomprcssibile cd indefioito (VIII 

327-332). 

— Della generazione delle superficie mediante rcti proiettive (IX, 148-150). 
Pantamlli : Disegno assonomctrico (VIII, 161). 

Piuma: Dimostrazione di alcune formule di Liouville (IV, 1*14,65-75,193-201) 

— Nota intorno ad una proposizione nella teoria dei nuracri (IV, 345-347). 
PorcM : Intorno ad una fanzione, che cntra nella composizione delie ridotte deUi 

frazioni continue, e delle radici dellc congruenze di i^ grado ad una incognit 

(X, 37-46). 
Rajola : Tre teoremi sul cerchio dei 9 punti (IV, 238-239). 
Rtalis: Sulla forma d.41c funzioni razionali della radice di uni equaaione algebric 

(IX, 206-210). 

— Sulle radici reali contenuti fra dati limiti (IX, 3S)*357). 

Regis : Sopra un'applicazione dei principii di omologia alla«prospettiva (VIII, 222*22) 

— Sul numero delle radici reali che pub avere Tequazione .v"* — px-^qs^ 
(VIII, 226-228). 

Retail \ Sulle serie triple (IX, 266* 26b). 

Rubini: Teoria delle funzioni ellittiche (I, 33-40, 118-122, 140-147, 291-304). 

— Articolo bibliografico sulla « Introduzione ad una teoria geometrica delle cur 
plane » per Luigi Cremona (I, 93-96). 

— Sulla divisione d'una funzionc intera per ua'altra (IV, 38-44). 

— Su talune formole relative ai determinanti (IV, 187-192). 

— Intorno alle equizioni binomie (V, 184-189), 

— Corrispondenza (VII, iii). 

Salvatore Dino : Sulle curve di terzo grado (I, 187-190, 334-336). 

— Teorema sulle curve algebriche (I, 217-218). 

— Sulla sviluppabile di quinto ordine (III, 100-107, n3"'42). 
Sardi : Proprieti di un determinate (II, 376-380). 

— SuUa riduzione alia forma canonica delle quadratiche (V, 35*38). 
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— Nuova dimostrazione del prodotto di due matrici (V, 174-177). 
-- Sui numcri primi (V, 371-376). 

— Sopra una rete di biquadraiiche (VI, 217-238). 

— Un teorema sui determinanti (VI, 357-360). 

— Teoremi di arittnetica (VII, 24-27). 

— SuIIe somme dei divisori d'li nunieri (VII, 112-116). 

— Su talune serie ed applicazioni airaritmetica (VII, 257-312). 

Sena: Sui cerchio che taglia armonicamenie ire segmeati dati (II, 127-128). 
Siacci: Intorno ad una serie ed a una funzione dei c lefficienti binoraiali (X, 349-359). 
Stammer: De la plus courte distance entre deux droites dans respace,'et d' un cas 

pardculier d'une fonciion de deux variables ind^pendentes , dont le rapport a unc 

limite d^termin^e (V, 236-239), 

— Recherches sur les surfaces de second degr^, qui se coupent suivaat deux 
courbes planes, ou qui sont envclopp^es par deux cdnes couimuns (VI, 153-165). 

Studnicka : Intorno al calcolo delle opcrazioni (X, 76-78). 
Tano : Sopra due serie di Gauss ed Heine (IX, 60-63). 

— Un teorema di geometria (IX 151). 

Tardy : Sulle derivate d*ordine superiore delle funzioni composte (II, 73-77). 

— Sopra alcune formule relative- ai coefficienti binomiali (III, 1-3), 

Tognoli: Sopra una estenzione di propriety spettanii a curve algebriche piane di un 
ordine qualunquc alle superficie algebrich^ di qualunque grado (VIII, 166-170). 

— Intorno ad alcune quistioni genera' i sulla teorica dei complessi risolute col me- 
todo georaetrico puro (IX, 19-31). 

— Osservazinni geometriche (IX, 68-75). 

— Sui numero delle superficie d'una rete che hanno un contatto tripunto con la 
curva d'intersezione di due superficie algebriche (IX, 188-192). 

— Dimostrazione d'un leoretna di geometria (IX, 366-370). 

— Sulla corrispondenza raultipla fra due spazii a trc dimension! (X, 1-15,141*146). 

— Corrispondenza (X, 11 7- 118). 

ToreUi : Teorema sui determinanti a due scale (IV, 294-296). 

— Sulle funzioni simmetriche complete (V, 1 10-120). 

— Sopra una divisibilitii (V, 250-253). 

— II teorema di Viviani sulla Pseudosfera (X, 128-129). 

— Sopra alcune serie (X, 129-132). 

Trudi: Esposizione di diversi sistemi di coordinate omogence (I, 21-25,47-59,148-158). 

— Not! intorno ad una proprieti del cerchio di 9 punii (I, 29-32). 
-— Una dimostrazione del teorema di Sturm (I, 5963). 

— Sui teoremi di Poncelet relativi ai poligoni iscritti e drcoscritti alle coni- 
niche (I, 81-90, 125-126). 

— Sui criterio degli equimukeplici , adoperato dagli antichi geometri nelU teori- 
ca delle proporzioni (I, 337-340)' 

— > Sui proccsso del massimo comun divisore fra due funzioni intere di una va- 
riabik (II, 21-28). 
Rgfid. Grc. MaUm.f t. Ill, parte 2*. ^. 
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— Intomo a un determinante piCi generale di quello delle radici delle equazioni, 
ed alle loro funzioni omogence complete (II, 152-158, 180-186). 

— Sulla decomposizione delle fnnzioni fratte razionali (II, 225-242, 257-263). 

— Sullo sviluppo delle funzioni fratte razionali (V, 1-20,93-105,257-272,337-350). 

— Sulla determinazione delle cosunti arbitrarie negli im^rali delle equazioni H- 
neari cosl differenziali che a difFereuzc finite (VII, 76-97). 

— Intorno alle equazioni binomie (X, 241-278). 

Turaj^ia : Di un nuovo teorema relativo alia rotazione d' un corpo attomo ad un 

asse (III, 146-149). 
Uglieni: I principii de'ia prospettiva lineare secondo Taylor (III, 338-343). 
Valeriani : Del piano, sua definizione. Assioma del piano elevato a teorema (VII, 376). 

— Sistema generale di n equazioni lineari fra n incognite (IX, 371*376). 
Vecchio: Sulle equazioni trascendenti (VI, 42; X, 1 71-172). 

— Sulle proporzioni e progressioni (VI, 45-49). 

— Alcune osservazioni su una pagina delPHirn (X, 172-174). 
Weyr {Em) : Sulle curve piane razionali del 3° ordinc (IX, 145-147). 

— Intomo alle curve gobbe razionali (IX, 217-222). 

— Alcuni teoremi intomo alia Focale a n eud (IX, 259-261). 

— Intorno alle involuzioni di grado qualunque (X, 165-169). 
Wilson-. Eu elide come testo di geometria elemenUre (VI, 361-368). 
Zannotti: Lezioni sulla termodinamia (VII, 160-173, 351-368; VIII, 60-83). 
Zinna: Sulla scparizione delle radici delle equazioni numeriche (VI, 344-356). 



ToMi XI-XX (187 3-1882). 

JffoUer". Dimostrazionc e'omentare della proprieta che due triangoli polari rispetto 

ad un circolo sono in posizione prospettiva (XI, iio-iii). 
Albeggiani: Sviluppo di un determinante ad elementi polinomii (XIII, J -32). 

— Dimostrazione d'una formola d*analisi di F. Lucas (XIII, 107-112). 
Amaniio : Risoluzione deU'equazione di 3° grado (XII, 89-92). 

— Alcune propriety delle curve di 3° e 4° ordine (XIV, 48-53). 

— Risoluzione per serie delle equazioni quadrinomie della forma: 

^j^am+« ^ j5^m+« -j. Cx" + D = O (XIV, I 53-I79, 306-317). 

— Sopra alcune formule (XV, 257-267). 

Amodtoi Teorema di gcometria proiettiva (XVIII, 15-16). 

Amoroso: Un teoremi di meccanica (XIX, 380-384). 

Anelli : Sopra Ic curve piine del 3** ordine con un punto doppio (XVI, 364-376). 

AttgMU : Suirattcazione secondo una potenza intera qualunque della distanza (XX, 

346-368). 
Anonimo : Sul cambiamento dei piani coordinati nel metodo delle proiezioni axono* 

metriche (XII, 154-160). 
ArmenanU: Sulle curve gobbe razionali del 4° ordine (XI, 221-232; XII, 250-265). 
Ar{el&: Sviluppo ia serie ordinate secondo le potenze decrescent! della variabile di n 
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funzioni algebriche dednite da altrettante equazioni a coefHcienti determiQati 

(XI, 368.37s). 

— Deformazioae d*un ellissoide omogeneo elastico isotropo (XII, 339-347). 

— Sopra la teoria deirelirainazione algebrica (XV, 62-85, 154-177). 
Aschierii Sui sistemi di rette nello spazio (XI, 107-109, 246-249, 340-348; XII, 15-21). 

— Sopra una superficie gobba dell* 8° grade e di genere zero (XII, 129-13$). 

— Di alcupe forme in spazii a sei dimensioni (XII, 36S-374). 

— Sopra una corrispondenza di rette fra loro, e di punii fra loro (XIII, 328-336). 

— Nozioni preliminari per la geometria proiettiva dello spazio rigato (XVI, 346-363). 
BardelU : Relazioni metriche e di posizlone nel triangolo retti'ineo (XIV, 241-262). 
BattagUni: Sulla teorica dei moraenii d'inerzia (XI, 62-70). 

— Sul movimento d'un sistema di forma invariabile (XI, 359-367). 

— Sul rapporto anarraonico sezionale e tangenziale delle coniche (XII, 193-200). 

— Sui circoli nella geometria non-euclidea (XII, 213-219). 

— Sul rapporto anarmonico sezionale c tangenziale delle quadriche (XII, 266-276). 

— Sulla geometria proiettiva (XII, 300-311; XIII, 49-71; XIV, r 10-138). 

— Intorno ad una superficie di 8° ordine (XIII, 155-160). 

— Sulla quihtica binaria (XIV, 54-65). 

— SuU'affiniti circolare non euclidea (XVI, 256-262). 

— Sui complessi di 2° grado (XVIII. 1-14). 

— Suirequazione differenziale ellitiica (XIX, 65-75). 

— Sui connessi ternarii di 2° ordine e di 2* classc in involuzione semplice 

(XIX. 316-327). 

— Sui connessi ternarii di 1° ordine e di 1* classe (XX, 230-248). 
Beltrami I Sulle funzioni bilineari (XI, 98-106). 

Bemardii Sopra le propriety gencrali degli invarianti e dei covarianti di una e di piCi 

forme temarie (XIX, 136-150, 258-293). 
Beriim: Sistema siroultaneo di due forme biquadratiche binirie (XIV, i-M)» 

— Sulle curve razionali per le qu ili si possono assegnare arbitrariameute i punti 
multipii (XV, 329-335). 

— Sui complessi di 2° grado (XVII, 1-14). 

Besfo : Sull'integrale I F(x)lxdx estcso fra limiti reali e positivj, quindo la F(x) sia 

una funzione razionale (XII, 1-14). 
Biancbi: Sulle trasformazioni univoche nel piano e nello spazio (XVI, 263-266). 

— Sopra la deformazione d'una classe di superficie (XVI, 267-269). 

— Ricerche sui'e superficie elicoidali (XVII, 9-39). 

~ SuUa trasformazione per raggi vettori reciproci nel piano e nello spazio 
(XVII, 40-42). 

— Sulle superficie a curvatura cosunte positiva (XX, 287-292). 

Bonolisi Risoluzione di 2n equazioni con in incognite che si preseotano in alcune 
quistioni di Meccanica applicata alie costruzioni (XI, 38-41). * 
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— Ricerca dei valori delle formole: 

|[r)('r)++«t:)('T')] 

e 

2[(*t")(';') + ••• + (S;)('7')]'-> ""■ ■'=-'«'■ 

— Alcune formole ricavatc da quelle di Newton pel calcolo delJe funaom 
simmetriche semplid delle radici d'un'equazione (XI, 32!-)30). 

— Sulle progressioni di ordine supcriore (XII, 179-192, 231-249). 

— Sviluppi di alcuni determininti (XV, 11 3-134). 

BusleJU : Sul concetto di proporziona'iti nell'aritraetica generate (XIII, 82-98). 
Caldarera: Sullo sviluppo delle funzioni a variibili piccolissimc (XII, 348-367). 
Capelli: Dimostrazimi di due propriety numcriche ofTerte dilla teoria delle sostitu* 

zioni, ed osservazioni sopra le sostituaioni permutabili con una so^tituzione data 

(XIV, 66-74). 

— Imomo ai valori di una funzione lineare di piii variabili (XFV, 141 -145). 

— Sopra Tisomorfismo dei gruppi di sostituzioni (XVI, 32-87). 

— Sopra un punto della teoria delle forme binarie (XVI, 217-224).* 

— Sopra la corrispondenza (2,2) ossia la forma /( x**y* ) e i suoi invarianti e 
covarianti relativi a due trasformazioni linear! indipendenti delle variabili (XVII, 
69-148). 

— Sopra le forme algebriche temarie a piii scrie di variabili (XVIII, 17-33). 

— Sopra un problema di pirtizionc in re'azione alia teoria delle forme algebricbe 
(XIX, 87-115). 

— Sul numero dei covarianti di grado dato per forme di qualsivoglia specie 
(XX, 293-300). 

Cassani: Intomo alle ipotesi fondamentaU della geometria (XI, 33i-339)> 

— Sopra alcune proprieta delle quadriche (XIV, 146-150). 

— Intomo ad un teorema del Sig. E. Lucas (XIV, 347-350). 

— Nuove proposte imomo ai fondamenii della geometria (XV, 284-288). 

— La qutdrica dei dodici punti, e ricerche che le si coUegano (XVII, 202-217). 

— I nuovi fondamenti della geometria (XX, 143-165). 

CaxXl^^i^* Sulla integrazione delle equazioni algebrico-differenziili di 1° orJine e di 
1° grado, mediante funzioni algebricbe (XVIII, 72-91). 

— II calcolo dei simboli d*operazione elementarmente esposto (XX, 48-77, 194-229). 
Certo : Lo spazio delle omologie afRni di un piano posto in relatione con lo spazio 

delle coniche dello stesso piano (XX, 321-345). 
Oielini: Sopra i sistemi materiali di egual momcnto d'incrzia (XII, 201-205). 
Clebsch : Commemorazione di Giulio Plucker (Traduzioae di E. Beltrami) 

(XI, 153-179)- 

Crocchi'. Sopra gli assi ed i raggi vettori nclla ellisse (XII, 375-378). 
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— Propriety derivate dalle curve e superficie argutsiane (XII, 378-380). 

— Analogic deU'enunciato del Viviani (XIII, 170-174). 

— Sopra le coniche pohri reciproche nei fasci di coniche (XIV, 83-92). 

— Nota di calcolo gra(ico sopra la risoiuzione d'un sistema di due equanom 
di lo grado (XV, 86-88). 

— Sopra le funzioni akph e il determinante di Cauchy (XVII, 218-231, 380). 

— Una relazione fra le funzioni simmetriche sempiici e le funzioni simmetriche 
complete (XVITI, 377-380). 

*- Sopra la corrispondenza tra i coefficienti di un'equazione algebrica e le fiinaioni 
ftimmetriche complete (XX, 301-320). 
Dainelli: Teoremi sulla somma di tre quidrati interi .(XV, 378-380). 

— ReUzioni fri I'lrea ed il perimetro, fra il volume e la superficie, frai momenti, 
fra le coordinate dei centri di gravity per gli spazii limitati di linee«e superficie 

• che hanno I'equidistante della loro stessa natura (XVI, 279-297). 

— Sul movimento per una linea qua'unque (XVIII, 271-300). 

— • Sulla decomposizione della forza accelerjtrice d'un punto materiale libero che 

si rauove secondo una curva qualunque (XIX, 171-197). 
D^Arcaisi Sui sistemi di coordinite (XVI, 18-25). 
De Berardinis: Sulla livellazione geometrica (XX, 101-142). 
Del Re: Relazione Ira due determinanti (XIX, 116-117). 
Ds Paolis : Sopra un sistemi omaloidico formato da superficie d'ordine n con un 

punto (if— i)-plo (XIII, 226-248, 282-297). 
De Zolt: Saggio di Pangeoraetria (XV, 336-361). 
Dewulfi Sur les demonstrations de deux th^ortoes donnes par M. Cr«m ona dans 

ses Aliments de Glomitrie Projective (XIII, 168-169). 
Ditia: Sopra uni curva pjnicolare giacente sopra uni superficie in generate (XIX, 

298-310). 
D^Ovidio : Sulle relazioni metriche in coordinate omogenee (XI, 197*220). 

— Sopra alcuni luoghi ed inviluppi di i^ e di 2° grado in Geometria Proiettiva 

(XIII, 363-379)- 

— SuUe proiezioni ortogonali nella geometria metrica proiettiva (XIV, 298-505). 

— Sopra un teorema fondamentale della teoria degPinvarianti (XV, 187-192). 

— Studio sulle cubiche gobbe mediante la notazione simbolica delle forme biiurie 

(XVII, 310-33^). 

Fais: Intorno ad alcune formole che si deducono dalla formola di Taylor '(XII, 

148-149). 
**~ Sulla ricerca dell'equazionc deirinviluppo d'uni serie di curve plane (XII, 

150-151). 
^^ Sopra una forma compendlata delle equazioni diiierenziali immediate d'ordioe 

superiore (XII, 320*325). 
-— Intorno alle derivate d'ordine superiore delle funzioni di funzioni (XIII, 47*4^). 

— Intorno all'integrazione delle equazioni differenziali totaU di i* ordide «e di 
1° grado (Xni, ^44.^51). 
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di density costante che crcsce verso il centre, e rotante intorno all'asse di rou- 

zione, sotto Tinfluenza d*un corpo che gira intorno al ceutro deireliissoide sc- 

condo la legge di Keplero (XVII, $3-68, i8}-20i). 
Hesse : Cicio di equazioni fra determinanti (Generalizzazione analitica del Teorema 

di Pascal) (Traduzione del Do 1 1. V a le r i a n o V a 1 e r i a n i) (XI, 309-317). 
Houel : Remarques sur Tenseignement de la trigonora^trie (XIII, 72-79). 
Intrigila : Dimostrazione d'un teorema di F a u r e (y'edi L a u d i e r o) (XIX, 24$ -257). 
Isi: Sul grado delta risultante (XT, 253). 

— Nota di Calcolo grafico sulla risoluzione delle equazioni di 1° grado (XIV, 
180-189). 

Jadanxa : Sulla latitudine, longitudine ed azknut dei punti d'una rete trigonometrica 

(XVm, I37-«S8). 
Jarmi G: Esposizione della teorica delle sostituzioni (continuazione) (XI, x-x6, 7i<>8$, 
257-300). 

— Esposizione della teorica della risoluzione delle equazioni Ai Galois (XII, 
277-299). 

— Studii di analisi superiore (XIV, 321-346). 
Janni V: Sul prodotto di due raatrici (XI, 357-358). 

— Sul grado deU'eliminante del sistema di due equazioni (XII, 27). 

— Diraostrazioni di alcuni teoremi sui determinanti (XII, 142-145). 

— Sulla serie binomialc (XII, 229-230, 312). 

— Sul teorema di Sturm (XX, 166-167). 

Jung : Intorno alia dimostrazione d'un teorema della GeometrU Projettiva del prof. Cre- 
mona (XrV, 139-140). 

Laudiero : Dimostrazione d'un teorema di F a u r e (XIX, 245-257). 

Lemoynei Sul valore medio geometrico delle funzioni d'una variabtle reale (XVI, 
209-216). 

Levi: Sule coordinate trigonal i (XFV, 353-376). 

Longcbamps (jGohierre i«):Des fractions 6tag6es (XV, 299-328). 

Maggi: Sul moto d'un filo flessibile ed inestensibile che si sposta pochissimo dalla 
sua posizione d'equilibrio (XIX, 1-63). 

MaglioU: Sulla teoria delle quadriche omofocali dal punto di vista sintetico (XVI, 305 -540). 

Maisano : Sistemi completi dei priml cinque gradi della forma temaria biquadratica , 
e degl'invarianti, covarianti e controvarianti di sesto grado (XIX, 198-237). 

Marsano : Sul numero delle combinjzioni di data classe fatte con una certa moltitu- 
dine degli interi successivi ed aventi cijscuna una somma non maggiore d'un 
limite assegnato (XIX, 156-170, XX, 249-269). 

Minoxii' Sul movimento d'una curva sopra un'altra ad essa uguale (XFV, 190-192). 

— Sui centri di gravitii (XV, 235-247). 

— Sopra un determinate (XVI, 148-151). 
Mogni: Sulla proiezione centrale (XIII, 186-197). 

Mollame : Una risoluzione dell'equazione completa di 3^ grado e Ic radid di questa in 
fmmone del discriminante della cubica (XVI, 541-544). 
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Mollo: Sulla difTrazione del reticoli (XIX, 131-155)* 

— Sopra un teorema di clettricitii stitica (XIX, 37J-J79). 
Moreno: Dinnstrazione d*uQ teorema di Eisenstein (XVI, 174-176). 

Morera : Sul moto d'un punto attratto da due centri fissi colla legge di Newton 

(XVIII, 34.71). 
Mossa: Sulla derivazione successiva delle funzioni composte (XIII, 175-1S5). 
Mugnaimi Sulla sfera oscubtrice aU'ellissoide di rivoluzione (XVI, 270-278). 
Neumann: Commemorazione di Rodolfo Federico Alfredo Clebsch 

(Traduzione) (XI, 44-4S). 
Nicodemi: Intorno ad alcune funzioni piii gencrali delle funzioni iperboliche (XV, 

J 93-234)- 
Pact: Sui numeri complessi (XI, 244-245). 

-^ Sopra un'applicazione gemetrica dclla teoria delle funzioni ellittiche (XII, 93-96). 

— Sopra alcune applicazioni geometriche delle funzioni ellittiche (XII, 97-109). 
— - Sopra U fuozione potenziale d'una massa distribuita sopra una superficte (XV, 

289-298). 
PadelleUi: SuU'accelcrazione nontidle (XIII, 11 5-128). 

— Sulle accelerazioni d*ordine superiore al primo (XIII, 129-149). 

— Sopra uiu proprieta delle brachistocrome (XIII, 201-203). 

— Sulla teoria dei poligoni c delle curve funicolari (XIV, 14-47). 

— Sulic relazioni tra cincmatica e mcccanica (XIV, 193-218, 280-297). 

— Sul concetto di cop[5ia in cinematica (XV, 54-61, loi-iio, 178-186, 248-256). 

— Studii sui diagrammi reciproci (XVII, 339-359). 

— Sulla catenarii (XIX, 328-332). 

— Principii della teoria dei quatcrnioni elementarmente esposti (XX, 1-47). 
Peatto: Formazioni invarianiive del'e corrispondenze (XX, 79-100). 
Pincherh: Sulle superficie d'area minima (XIV, 75-82). 

— Riccrche sopra una classtf importante di funzioni monodrome (XVIII, 92- 136), 

— Saggio d*una introduzione alia teoria delle funzioni analitiche secondo i prio- 
cipii del Prof. C. Wcierstrass (XVIII, 178-254, 317-357). 

— Sopri una formola d'analisi (XIX, 385-386), 

PiUardli : Osservazioni sulle quadriche in coordinate di piani (XIII, 204-225, 298-)22). 
-« Su di una equizione differenziale di 1° ordine ad uq numero qualunque di vi« 

riabili (XIII, ^3-327). 
-— Note sugli scorrimenti delle forme binarie (XVI, 225-233). 
-•- Sul significato geometrico delle Ueberscbuhungen nelle forme binarie (XVII, 

160-171). 
-^ Intorno ad un problema di eliminazione nella teoria analidca della cubica gobhl 

(XVII, 244-259). 

— La cubica gobba e le forme binarie quadratiche e cubiche (XVII, 260-509). 
Piuma: Intorno aU'equazione X^ -\- P = Z' (XIX, 311-315). 

Pucci: SuUe proiezioni geografiche (XVIII, 358*368). 

— Sulla teoria delle basi geodetich« (XIX« I5i*i55)« 
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RetaH: Sulle progression! geonietiiche d'ordine superiore (XI, 349*3 $6). 

— Sui centri di gravitii di alcune curve piane (XII, 326-3 37). 
Riccardi : Nota bibliografica (XVI, 378-389). 

Ricci : Sopra un sistema di due equazioni differenziali lineari, di cui I'una & quella dei 

fattori integrami delPaltra (XV, 135-153). 
Ricordi: 1 circoli nella Geometria non eudidea (XVIII, 255-270). 
Ritbini: Formole di trisformazione nella teorica dei determimnti (XVI, i98-208, 344). 

— Intorno ad un punto di storia matematica (XVII, 149-159). 
Ruii de Cardenas: Intorno all'epidcloide sferica (XII, 313-319). 

Ryew Lyme: Sulle linee di curvatura delle superlicie di 2^ ordine (XI, xii-112). 
Sardi: Sulle progressioni per diflfcrenze (XI, 123-152). 
Tirelli: Alcune propriety dei coefficient! binomiali (XIV, 318-320). 
Tognoli : Alcune considerazioni sulla geometria delle superfide e curve gobbe di ge- 
nere zero (XI, 180-191). 

— Ricerca dell'equazione deH'inviluppante d'una serie di curve piane (XI, 376-377). 

— Sopra un modo di generazione delle curve piane di 3° ordine (XI, 378-380). 

— Due teoremi sulla generazione delle curve razionali (XII, 136-141). 

— Sulla generazione delle curve razionali d'ordine pari, tnediante serie proiettive 
di cerchi e sfere (XII, 161 -167). 

— Sulle curve gobbe razionali (XII, 220-228). 

— Sui sistemi di curve piane (XIII, 359-362). 

— Rappresentazione piana d'una classe di superficie algebriche dotate d'una carva 
multipla (XrV, 263 279, 378-380). 

— Sulla teoria della involuzione (XX, 270-286). 

TorelU : Di alcuni integrali formati dagli integrali ellittici, e di qualche loro applica- 
zione (XI, 17-37). 

— Intorno agli integrali ellittici considerati come funzioni del modulo (XII, i68*i 7 5). 
~- Nozioni storiche, relative alia teoria delle trasformazioni in Geometria Descrit- 

tiva (Xm, 3 S 2-3 5 5). 

— Sopra alcune proprieti numeriche (XVI, 152*167). 
Trudi: Teoria delle funzioni isobariche (XII, 1 10-128). 

Valeriani: Nuova dimostrazione di una importante formola algebrica (XQ, 208*212). 

— Ogni equazione di grado if ha ft radid (XIH, 33-46). 

— Soluzione analitica delle equazioni biquadratiche complete (XIII, 99-106). 

— Alcune noteNroli applicazioni della induzione mitematica (XV, 34-53). 
Vecchio: Sugl'inviluppi (XI, 318-320). 

Veronese : Teoremi e costrudoni di Geometria proiettiva (XVII, 172-182). 

Viaggi: Sulle equazioni a radici equidifierenti (XV, 376-377). 

Volterra : Alcune osservazioni sulle funzioni punteggiate discontinue (XIX, 76-86). 

— Sui principii del calcolo integrate (XIX, 333*372). 

Zanotli : Sopra due passi della Storia della teoria matematica delle prohabiUiH dd 
sig. Todhunter (XVI, 26-30). 

— Sopra un problema di probabiM (XVI, 169*1 73). 

Rend, Grc. Matem., t. Ill, parte a*. 4. 
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Tidsslcrifb for MathemaUk. 

Udgivet af J. P. Gram og H. G. Zeuthen. — Kj6benhavn. 

V. RiEKKE. — I. AaRGANG (1883) : 

CavalHn: Hirledning af ett par narmevarden pa ellipsens omkrets t}3"37)' 
CbarUer: Frsln fysisk-matematiska fdreningen. II, (177-183). 
ChrisUmeni Beviser for nogle satninger af Keglesnitslaren (14-17. 

— Otn den hbtoriske Udvikling af Theorien for Fladers og Rumkurvers Kru in- 
ning (97-127). 

Gram : Om Kvadratur af Fejlkurver (65-72). 

— Ludvig Henrik Ferdinand O pperm ann (i37-i44), 
Meyar (Ad,) : Fran fysisk-matematiska fdreningen i Upsala. I. (73-78). 
Oppermann : Bevis for en Satning om Kjadebrdkers Konvergens (163-164). 
Petersen : Om mathematikens grundbegreber. Bevis for satningen om trekantens vin- 

kelsum (3-1 1). 
Sehelien : £n grafisk Fremstilling af Forsdgsrakker (186-188). 
Steeni Om homogene differentialligninger af anden orden (11-14). 
TbUh: Markelige Interpolationsrcsultater (183-185). 
Zeuthen : Om polyteknisk Lfireanstalts Kursus for Ingeni6rer i Mathematik og deskriptiv 

Geometri (37-49). 

— Et elementart bevis for Pascals Satning (78-81). 

— Fra Mathematikens Historie (145-156). 

— Om Sammensatning af et Punkis HistigheJer (156-162). 

V. R^KKE. — n. AaRGANG (1884) : 

Bang : Relationer mellem Sideme i en Trekant, hvis Vinkler tilfredsstille den lineare 

Relation olA -\-^B + y C =znR (53-59). 
Bucbwald : Om den ndjagtigste endelige Rakkcudvikling efter Potenser af den uafhan- 

gige variable med positive hele Potensexponenter (33-52). 
Cavallin: Om ett teorem af Croft on (1-8). 

— En Generalisation afLegendre 's formel fdr berakning af en sluten konvex 
kurvas omkrets (147-149). 

Crone: Nogle Konstruktioner henhdrende til Projekiionslaren (13-19). 
Gram : Om Udjevning af Dddelighedsiagttagelser og O p p e r m a n n's Dddeligheds« 
formel (113-139). 

— En numerisk Funktion (170-181). 

Guldberg: Kvotient-og Produkt-Regning I, II, (84-96, 161- 170). 
Jensen (/. L. JV, V.) : Om Rakkers Konvergens (63-72). 

— Om en Satning af C a u c h y (81-84). 
Lindhagen: Om det ballistiska problemet (149- 151). 
Petersen; Om en Transformation i Mckaniken (183-186). 

n 

Schmidt: Om Reduktion af Stdrrelsen l/a + l/r ^»l en Sum af to Kvadratrddder 
(154-116). 
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Steeni En diskontinuert Kurve (9-10). 

— Maximus PIanudes*s Problemer (139-146). 

Tbiek: Geometrisk Anskueliggjdrelse af Tredjegrads-Ligningens Ldsning (11 -13). 

— Arkhimedes og J/3" (151-154). 

Thue: En Generalisation af den Brianch on'ske Sitning (181-183). 
Zeuthen : Anden Konstrukiion af Dobbeltpunkterae i Projektionen af to Keglesnitsfla- 
ders Skjiringskurve (60-63). 

V. RiEKKE. — III. Aargang (i88$) : 

Arneherg', Integration af en Differential ligning (168-175). 

Buchwaldt: Om Potenser af uendelige og endclige Rakker og om Rakker for omvendte 

Funktioner (65-101). 
Christemen : Et Bevis hos Archimedes (47-50). 

— Indf5relsen af Decimalbroker i Danmark (149-152). 
Crone : Om E u I e r s Satning om Polyedre (44-47). 

Guldberg : Om Ligninger, hvis Rodder kunne frerastilles ved et raed Cardan s 

Formel analogt Udtryk (39-44). 
Haasei Elementare Beweise der Satze von Brianchon und Pascal (23-29). 
Jensen (/. L. W, V.): Om Gransevardi og irrationale Tal (33-39). 
Ohson: Fran fysisk-maiematiska fbreningen i Upsala. Ill (161 -168). 
Petersen : Om Algebraens Grundprinciper (1-22). 

— En Modbemarkning (152-153). 

Steen : Et Bevis for N e w t o n s Satninger om syrametriske Funktioner af en Li- 

gnings Rodder (30-31). 
Thue : Et Theorem om netformige Figurer (102-105). 

— En Dualisme i den absolute Geometri (129-146). 

Valenliner : En Bemarkning om Antallet af Spidser paa en Kurve af Ordenen n og 

Slagten p (179-180). 
Zeuthen : En Udledelse afDuhamels Konvergensbetingelse (147-149). 

— Nogle Bestenimelser af Pyraniidens Vojumen (175-179). 

V. R^KKE. ~ IV. Aargang (1886) : 

Bang', Taltheoretiske Undersdgelser (70-80, 130-137). 
Birkehnd : Antallet af fri Bevagelser i et leddet Stangsystem (174-176). 
Fleischer: En Flade, fra hvilkcn Straalcr udgaacnde fra et &st Punkt tilbagekastes 
parallelt med en given Plan og gjennem en given Linie vinkelret paa denne 
(164-168). 
Foldberg: Et Theorem om den homogene lineare OiHcrentialligalng af 2den Orden 

(81-82). 
Gram: Om Logarithmer og Antilogarithmer (1-15). 
Guldberg : Om Tver6dder (97-120). 

Hert^sprung: Nogle Bemarkninger om en Klasse kombinatoriske Opgaver (i54«i63). 
Jensen (/. L, W, V,): Om Raabc og Duhamels Konvergensbetingelse (i5*i6). 
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Juil I Om Kcglesniiskorder, dcr fra et fast Punkt ses under cet Vinkel (3 3-4$). 
Ohfon: Ndgra geometriska Satser (120-128). 
ZmUben: Adolph Steen (65-70). 

— En Udledelse af Betingelsen for, at en Flade af anden Orden er udfoldelig 
(128-130). 

— Om MomentsiUningen i Statiken (145-154). 

— Om dea mathematiske Behandling af Gnidningsmodstanden (168-174). 

V. RiEKKE. — V. Aargang (1887) : 

Bang: Nogle Maximumsproblemer i den ikke-euklidiske Geometri (136- 141). 

— Ldsning af nogle Konstruktionsopgaver (153-155). 

Birkelattd : En Generalisation af Sylvesters skjive Pantograf (17-18). 
Buchwdd: Interpolation og Integration ved Rakker (79-90, 97-121). 
Chrirtinsen: Den f^rste Bestemmelse af en krum Linies Ldngde (121-125). 
Gram :,Om Transformationer afxien binome Ligning (44-50). 
Hamen: Griffes Opldsning af numeriske Ligninger (169-187). 
HifiifpruHg: En Kombinationsopgave (13-17). 

Hjort: Hans Carl Frederik Christian Schje Her up (148-153). 
Jmsm (J. L. fV. V.) : En Funktionalligning (90 93). 

Jml : Om Samlingen af de Linier, hvoraf en given Kugle afskjarer Korder, som ses 
under ret Vinkel fra et givet Punkt (141- 148). 

— Om Argands Bevis for Algebraens Fundamentalsatning (161-169). 
Madsen: Om Rakkeudviklinger af en algebraisk Lignings Rddder (129-136). 
Meyer {A) : Billeddannelse i Kuglespejie og Linser (1-8). 

O/irofi : Hirledning af additionsteoremen fdr nagra elliptiska integraler (33*44). 
Zeutbm: Om algebraiske Kurvers Bestemmelse ved Punkter (65-79). 



Transactions of the Cambridge Philosophical Society. 

Volume XIV. Part III. (1889): 

Hohscn : On a class of Spherical Harmonics of complex degree vith application to 

physical problems (21 x -2 3 6). 
}J§wman : Table of the Exponential Function e* to twelve places of DecimaIs(2 37-249). 
Cbrw. The Equations of an Isotropic Elastic Solid in Polar and Cylindrical Co-ordi- 
nates, their Solution and Application (250-369). 
Uveing: On Solution and Crystallization (370-407). 



Bulletin de la Soci6t6 Philomatiqae de Paris. 

[Fedi t. II, pag. 22]. 

SEFTOiMB SteiB.— Tome XII (1887-1888): No* 1.4 {Finde la 7^«« sirU). 
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M6moire8 publics par la Soci6t6 Philomatiqoe it Toocaaion 
du centenaire de sa fondation (1788-1888). 

Un yolone in-4* de 437 pages, •ccompagoi de nonabreuses figures dans le te«te et de 24 pUnches. 

Paris, Gauthicr-YiUars, 1888. 

(Sciences Math^matiques et Physiques) 

Jndri {Disirg) : fitude sar les permutations de deux espiccs de lettres (}>-43). 

Berthelot : Notice sur les origines et sur I'histoire de la Soci6t6 Philomatiquc (I-XVII). 

Bertrand : Sur I'application du calcul des probabi'it«^s i la th^orie des jugeirients (69-75). 

Fourei : Sur la determination de Tordre de la surface lieu des points dont les distances 
k des surfaces alg^briques donnSes verifient une relation algebrique donn^e (77-83). 

HaUm de la GoupillUre : Transformation propre ^ conserver le caract^re du potentiel 
cylindrique d*un nombre limits de points (27-33). 

Laisant: Constructions graphiques de nombres transcendants (63-67). 

Lamsedat : Mi^moire sur la mSthode graphique des projections appliqu^e k la con- 
struction des cartes des Eclipses de soleil, en g^n^ral (1-25). 

LiauU : Sur un moyen d'obtenir un diagramme de ditente d'une forme donn^e dans 
les machines de genre Corliss k admission et ^happement ind^pendants (43 -S^^)* 

Mannheim: D^veloppements de G6om6tric cin^matiquc (51-62). 

Moutier: Sur les courants interrompus (97-104). 



Bulletin de la Soci6t6 Math6matique de France. 

[Vedi t. n. p. 67]. 

Tome XVI (1888). - N''^ 5 ct 6 (dernier): 

Catalan : Propositions et questions diverses (siiile et Jin) (129), 
Fabry: R^ductibilit6 des Equations difF^rentielles lin^aires (135-142). 
Jamet: Sur le genre des courbes planes triangulaires (132-135). 
Laisant: Reraarques arithmWques sur les nombres composes (150-155). 

— Note sur un systdme de djux courbes planes (172-175). 

— Sur la numeration fjctorielle, application aux permutations (176-183). 
Lemoine : Des systimes des coordonn^es qui diterminent le plus simplemcnt un point 

par une construction (162-172). 
Ocagne (cT) : Sur les systimes de pSnin variants princlpaux d'une forme binaire (183-187). 
Pres^e (de) : Au sujet du diveloppement de cot ^ en s^rie de fractions (143-144). 

— D;irivees successives d'une puissance emigre d'une fonction d'une variable , 
d^rivdes successives d'une fonction de fonction et application k la determination 
des nombres de Bernoulli (157-162). 

RiveiJle : Note sur un th^ordme de G^om^trie cin^matique (130-132). 

Rouchi : Observations en r^ponse u une Note deM. Delannoy (149-150). 

fVetll: Sur une propriety des sysiiraes de courbes algibriques (155-156). 

WiUiot : Note sur le proc^de le plus simple de calcul des nombres dq B e r n o u 1 1 i 

(144-149). 
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Bolleiin des Sciences Math^mataqaes. 

[Fedi t. n, pag. 63-64]. 

II« SfeRiE. — Tome XII (1888). 

AOUT : 

Comptcs rendus ct analyses. 

HuYGENs (Christian). -- (Euvres completes, publiees par la SocUU hollaniaise des 
Sciences. (/. Ber Irani), (181-192). 

MuLLER (F.). — Kalender Karten fur die Jahre 1 800-1 999. (192). 

HoRMANN (G ). ~ Untersuchung zwischen welchen Unduloide und Nodoide die von 
zwei festen Parallelkreisflachen begrcnzt sind bei gegebenera Volumen ein Mini- 
mum der Oberflache besitzen. (/. T.). (192-194). 

Markoff (A.). —Table des valeurs de I'intcgrale 1 e~i^ dt, (/. T.) (194-195). 

M«^langes. 

Miray : Sur rint^gration des (Equations difT^rcntielles lin6aires k coefficients constants 
(196-204). 

Revue des publications m ath^ mat iq ue s (117-140). 

SEPTEMBRE : 

Comptes rendus et analyses. 

Lagrange. — CEuvres, publics par les soins de M. A. S e r r e t, sous les auspices 
de M. le Ministre de I'lnstruction publique. Tome XIII : Correspondance de 
Lagrange avec d' A 1 e m b e r t. (/. Bertrand). (205-221). 

Melanges. 

Stieltjes: Sur T^quation d'Euler (222-227). 

Bagnera : Sur une propri^it^ des S(iries simplement convergentes (227-228). 
Revue des publications mathematiques (141-156). 

OCTOBRE : 

Comptes rendus et analyses. 

Mathieu. — Thiorie de Tfilectrodynamiquc (P. Duhem), (229-241). 
Basset. — A Treatise on Hydrodynamics, wnth numerous examples. (M. B.). (241-245). 
ViLLife. — Traitc de Cintimatique k Tusagc des candid;its i la lincence et k I'agre- 
gation (/. r.). (245 246). 

M <i 1 a n g e s. ^ 

IVeyr (Hd.) : Remarque sur la d^icomposition des fonctions doublement p<^riodiques 
en elements simples (246-248). 

Miray : Sur Timpossibilit^ de franchir par la formule de Taylor les cercles de con- 
vergence de ccrtaines series entiferes (248-252). 

Revue des publications math^matiques (157-172). 
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NOVEMBRE : 
Comptes rendus et analyses. 

Halphen. — Trait^ des foncdons ellip tiques et de leurs applications. Deuxi^me panie. 

(/. r.). (253.261). 

Peano (G.). — Calcolo geometrico secondo 1* « Ausdehnungslehre di H. G r a s s m a n n », 
preceduto dalle operazioni della logica deduttiva (/. T,), (261*262). 

Melanges. 

Ptasxycki : Extrait d'une Lettre adressce A M. Hermite (262-270). 

Cesdro : Tableau des derivations cristallographiqucs dans le premier syst6nie?'(270-272). 

Tcixeira : Extrait d'une Lettre adressce i M. Hermite (272-276). 

Revue des publications math^matiques (173-188). 

DfiCEMBRE : 
Comptes rendus et analyses. 

P. DE Lafitte. — Essai d'une Th6orie rationnelle des Soci^tds de secours mutuels. 

(277-280). 
Sturm (Ch.). — Cours d*analyse A r6cole Polytechnique; neuvi^me Mition. (/. T.). 

(280-281). 
LfevY (Maurice). — La statique graphique et ses applications aux constructions. 

(G. K,), (281-283). 
WessENBORN (H.). — Gerbert, Beitrage zur Kenntnis der Mathematik des Mittel- 

alters. (Paul Tannery). (283-288). 

Melanges. 

Teixeira : Extrait d'une Lettre adressce AM. Hermite (288-290). 
Bioche : Sur les systdmes de courbes qui divisent homographiquement les generatrices 
d'une surface r^gl^e (290-292). 

Revue des publications mathematiques (189-208). 



Nouvelles Annales de Math^matiquaa. 

[Vedi t. II, pag. 65-67]. 

Ill« SiAiE. — Tome VII (1888). 
OCTOBRE— NOVEMBRE— DfiCEMBRE : 

Ocagne (d*) : Solution de la question de mathimatiques eiementaires propos^e au con- 
cours general de 1887 (449-456). 

Marchand : DeveloppemeDt de Paccroissement d*un polyndme entier suivant les puis- 
sances des accroissement des variables (456-461). 

Joffroy : Nouveau theorfcrne relatif aux circonfercnces tangcntes (461-464). 

Cesar o\ Calcul de sous-invariants (464-467). 



32 BnUOTECA MATEMATICA. 

Dolbnia : Sur le crit^e de Galois concernant !a r^solubilit^ des Equations alg^bri- 

ques par radicaux (467-485). 
Pirondini : Sur les surfaces de revolution (486-502). 
Sarrau: Notions sur la thdorie de r<S!asticit6 (503-S$2). 



Zeitsohrilt fdr Mathematik undl Physik. 

[Fedi t. II, pag. 64-65]. 

33. Jahrgang. — V. Heft (5. October 1888): 

WeiUr : Die Axonometrie als Orthogonalprojection (257-269). 
Richter : Ueber die galvanische Inductioa in einem k5rperlichen Leiter (270-291). 
Hess : Ueber das Jacob i'sche Theorem von der Erseizbarkeit einer L a g r a n- 
g e'schcn Rotation durch zwei P o i n s o t'sche Rotationen (292-305). 

Kleinere Mittheilungen. 

MatthUssen : Bemerkungen zu S c h m i d's Mittheilung « Ueber das Gesetz der Veran- 
derlichkeit der Schwere etc. », S. 188 dieses Band (306 307). 

Sparer : Ueber rechtwinklige und gleichseiiige Dreiecke, welche einem Kegelschnitt 
eiobeschrieben sind (307-311). 

Saalscbutx.: Das elliptische Integral erster Gattung mit complexem Modul (3x1-3x3). 

Heymann: Note ueber das elliptische Integral mit complexem Modul (313-3x4). 

Braun: Ueber die Coefficientea der Kugelfunctionen einer Verinderlichen (314-316). 

LohnsUin: Ueber das a harmonisch-geometrische Mittel » (316-318). 

Puluj : Bin Interferenzversuch mit zwei schwiagenden Saiten (318-319). 

Historisch-literarischeAbtheilung (besonders paginirt). 

Heiberg : Kleine Anecdota zur byzantinischen Mathematik (161-170). 

Recensionen. 

Wiener. — Lehrbuch der darstellenden Geometrie. (Rodmhcrg), (i 71-180). 

BuRMESTER. — Lehrbuch der Kinematik. (JSiehmke), (181- 188). 

Manitius. — Des Hypsikles Schrift Anaphorikos. {Cantor), (188-1S9). 

Heiberg et Menge. — E u c 1 i di s opera omnia. {Cantor), (189-191). 

Marie. — Histoire des sciences math^matiques et physiques. (Cantor), (191. 192). 

Schumann. — - Professor Dr. J o h. F r i e d r. W i 1 h. G r o n a u. (Cantor), (192). 

Favaro. — Per la edizioue nazionale delle opere di Galileo Galilei. (Cantor). 

(192-193).. 
Grube. — Zur Geschichte des Problems der Anziehung der Ellipsoide. II. Theil 

(Laplace und Legend re). (Cantor), (193-194). 
LoRiA. — II passato e il presente delle principili teorie geometriche. (Cantor), (194-195). 
Lagrange-Servus. — Anilytische Mechanik. (Cantor), (195-196). 
Vandermonde. — Abhandlungen aus der reinen Mathematik. (Cantor), (196-197). 
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Gauss*Simok. — Allgemeine Untersuchungen ueber die unendliche Reihe 

ct.S a fa 4- iVIiCi-j- 

i+— x + 'tl^Jll j-^ ^ ^ 'J x» + . . . (Cantor). (197). 

^i.y ^ i.2.Y(y + i) 

Steadman Aldis. — A Textbook of A'gebra. (Cantor), (197-198). 

Bibliographic vom i. August bis 15. September 1888 (199-200). 

33. Jahrgang. — VI. flEFT (20. November 1888): 

August: Ueber die Bewegung von Ketten in Curven (32I-336), 
Burmester : Kinematische Flachenerzeu^ung vemiittelst cylindrischer Rollung (337-348). 
KUiher : Construaion einer P I u c k c r'schen ComplexfUche aus ihren vier singularen 
Strahlen (349-3 56). 

Kleinere Mittheilungen. 

Loria: Zur Eliminationsthcorie (357-358). 

Vivantii Ueber eine Eigenschaft der Binomialcoefficienten (358-36o), 

Bermann : Ueber den mittleren AbstinJ eines Planeten von der Sonne (361-362). 

Saabcbutx'- Weitere Bemerkungen ueber die Gammafunctionen mit negativen Argu- 

menten (362-372). 
Ulbricbt: Die Widerstandsgleicbung einer Potential-Niveauflache (372-373). 
Schroder : Ein Satz ueber das dem Kegelschnitt umschriebene Siebjneck (374-37$). 
Hofmann: Notiz ueber zwei Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung (575-381). 
Hofmann : Parameterdirstellung von orthogonalen Substitutionen , welche identisch 

umkchrbar sind, auf geometrischem Wege (381-384). 

Historisch-literarische Abtheilung (besonders paginirt). 

Recensionen. 

Mansion. — R^^sunit^ du Cours d'Anilyse infinitesimal. (Cantor), (21 1-2 13). 

Thxexra. — Curso de Analyse infinitesimal. (Cantor), (213-215). 

ScHOTTEN. — Ueber Fusspunktscurven. (Cantor), (215), 

Brunn. — Ueber Ovale und Eiflichen, (Cantor). (216), 

Baer. — Parabolische Koordiniten in der Ebene und im Raume. (Cantor), (216-217). 

Lolling. — Die (iuadratur des Ziikels. (Cantor). (217-218). 

Kerschbaum. — Beweis, dass es eine (Juadratur des Kreises giebt etc. (Cantor). 

(217-218). 
Saiiuda. — Die Ciuadratur der Hyperbel. (Cantor), (217-218). 

Bibliographie vom 16. September bis 31. October 1888 (222-223). 

Mathematisches Abhandlungsregister. 1887. Zweite Halfte : 

I. Juii bis 31. December (224-240). 



Smd. Ore. Maim., t. HI, parte a*. 
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Vr ELENCO : ottobre 1888 - giugno 1889. 

[Fedi gli Elenchi precedenti : t. I, p. 29-44, 94-118; t. II, p. $-19, 49*56, 57-62]. 



Albeggiani, G. (Palermo). [Fedi t. II, p. 5]. Linee geodetkhe tracdate sopn talune 

saperficie. Rend. Circ, Matem,, III, 1889. 
Amodeo, F. (Napo!i). [l^edi t. II, p. 57]. Fasci di omografie binarie e rappresenti- 
zione geometrica degli elementi immagimrii. Giorn. di BaiUglini^ XXVI, 1888. 
Sugli elementi uniti rea'i delle omografie termrie. Ibid., XXVII, 1888. 
Bardelli, G. (Milano). [Fedi t II, p. 49]. Baricentri e momenti d*inerzia di super- 

ficie e di s^lidi di rotazioiie. Rend, Istit. Lomhardo, XXII^ , 23 maggio 1889. 
Battaglini, G. (Napoli). {Vedi t. I, p. 95]. Syi punti sesutici di una curva qua- 

luaqie. Nota. I Rend, Ace, Linceiy 21 ottobre 1888. 
Beltrami, E. (Pavia). [Vedix, II, p. 5]. Cousiderazioai idrodinamiche. Rend, Istit, Lonh 
bardo, XXir,, 1889. 
Un precursore italiano diLegendre e di Lobatschewsky. Rend, Ace. lin- 

cei, V, I** sem., 17 marzo 1889. 
Note fisico-matematiche (Lettera ai pro£ Ernesto Ces4ro). Rend, Ore. 
Matem., Ill, 1889. 
Bertini, E. (Pavia). [^edi t. II, p. 49]. Sulle curve fondamentali dei sistetni lioeari 

di curve piane algebriche. Rend, Circ, Matem,, III, 1889. 
Berzolari, L. (Pavia). [Vedi t. II, p. 6J. Ricerche sulle trasformazioni plane, uni- 
voche , involutorie , e loro appiicazione alia determinazione delle invoiuzioni di 
quinta classe. Ann, di Matem., XVI,, 1888. 
Un nuovo teorema sulle invoiuzioni piane. Rend, Circ, Matem., Ill, 1889. 
Gas^rati, F* (Pavia). [yedi t. 11, p. 50]. Sugli asintoti delle linee piane algebriche. 
(Da una Lettera a G. B. Gucci a). Rend, Circ, Mutem.y III, 1889, 
Nuova defmizione della curvatura delle superficie e suo confronto con quella di 
Gauss. Rettd, Istit, Lombardo, XXIIj , 1889. 
Gapelli, A. (Napoli). [f^edi t. If, p. 57]. Sopra certi sviluppi di determinant!. Rend, 
\ Ace, Napoli, 9 marzo 1889. 

Gaatelnuovo, G. (Torino), [y'edi t. II, "p. 51]. Geometria sulle curve eUittiche. 
Atti Ace, Torino, XXfV, 18 novembre 1888. 
Ricerche di geometria sulle curve algebriche. Ibid., XXIX, 10 febbrajo 1889. 
Una applicjzione della geometria enumerativa alle curve algebriche. Rend, Circ, 
Matem.f III, 1889. 
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Del Peszo, P. (Napoli). [Fedi t. II, p. 51]. Equizione di una curva piana del 

quinto ordine dotata di cinque cuspidi. Rend, Ace, Napoli^ 2 febbrajo 1889. 
Del Re, A. (Napoli). '[P^isii t. II, p. 57]. Sui sistemi polari reali bitangenti a si- 
stemi polari reali dati. Rend. Ace, Napoli, settembre 1888. 

Un teorema nella geometria di una certa classe di corrispondenze. Giorn, di Bat* 
taglini, XXVI, 1888. 
D'Ovidio, E. (Torino). [Fedi t. II, p. 58]. Nuova dimostrazione d'una forinola di 
Abel. Giorn, di BattagUni, VI, 1868. 

Nuova esposizione della teoria generate delle curve di 2° ordine in coordinate trili- 
neari. Ihid., VI, VII; 1868, 1869. 

Nota su' punti piani e rette in coordinate oraogenee. Ibid,, VIII, 1870. 

Alcune relazioni fra le mutue distanze di pi£i punti. Ibid,, IX, 1871. 

Sulle linee e superficie di 2° ordine, rispetto a cui due date linee o superficie di 2^ or- 
dine sono polari reciproche. Ibid,, X, 1872. 

Sulle curve del terz'ordine circoscritte a un quadrilatero completo. Ibid,, X, 1872. 

Sulle relazioni metriche in coordinate omogenee. Ibid,, XI, 1873. 

Sopra un teorema fondaraentale della teoria degli invarianti. Ibid., XV, 1877. 

Sopra alcuni luoghi ed inviluppi di i^ e 2° grado in geometria proiettiva. Rfftd, 
Aee, Napoli, luglio 1875. 

Le proiezioni ortogonali nella geometria metrico-proieltiva. Atii Aee, Torino, XI, 1876. 

Alcune proprietii metriche dei complessi e delle congruenze lineari in geometria 
projettiva. Atli Ace, Lincei, IIIj , 1876. 

I complessi e le congruenze lineari nella geometria projettiva. Ann. di MaUm., 
VII, , 1875. 

Sulle reti di complessi lineari nella geometria metrico-proiettiva. AtH Aee, Lincei, 

ni, . 1876. 
Nota sui determinanti di determinanti. AUi Ace. Torino, XI, 1876. 
Addizioni alia Nota sui determinanti di determinanti. Ibid., 25 marzo 1877. 
Le funzioni metriche fondamentali negli spazi di quante si vogliano dimeosioni e 

di curvatura costante. Mem. Ace. Lincei, I, 1877. 
Les fonctions m^triques fondamentales dans un espace de plusieurs dimensions et 

de courbi^re constante. Math, Annalen, XII, 1877. 
Studio sulle cubiche gobbe mediante la notazione simbolica delle forme binarie. 

Mem. Aee. Torino, XXXII, , 1879. 
Teoremi sui sistemi di superficie di secondo grado. AUi Aee. Torino XIV, 1879. 
Estensione di alcuni teoremi sulle forme binarie. Ibid. XIV, 1879. 
Sui covarianti lineari fondamentali di due cubiche binarie. Ibid., XV, 1879. 
Sopra due covarianti simultanei didue forme binarie biquadratiche./i^M/., XV, 1879. 

II risultante di due forme binarie biquadratiche espresso mediante i loro invarianti 
fondamentali. Ibid,, XV, 1880. 

Nota sulle propriety fondamentali dei complessi lineari. Ibid,, XVI, 1881. 
Biografie diChelini, Tortolini, Bellavitis e Plana. Mam, Socitta 
Ikdiana d$lle Sciex^c (detta dei XL), VI, , 1S87. 
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Francesco Fai di Bruno. Annuario della R, Univ. ii Torino, xS8S-8^ 
Dyck, W. (Munchcn). [Vedi t. II, p. 51]. Beitrage zur Analysis situs— I. AufiMiL 

Ein-und zweidimcnsionale Mannigfaltigkeiten. MaV), Annalin^ XXXfl, 18M. 
Enestrdm, G. (Stockholm). \Vedix, TI, p. si]. Bibliographic su^doise de Husioire 
dcs Mathimatiques. 1667- 1888. Bthlioiheca Mathematica, 18S9. 
Sur trois petits triit^s niath«Jmitiques attribuis a u savant su^dois Pedcr Mans- 

son. Ibid,, 1888. 
Sur un point de I'histoire di probldme des isopirinifctres. Ibid., i883, 
Forsyth, A. R. (Cambridge), [i^edi t. II, p. s^]. A Class of Functional Invariants. 
Proceed. Royal Society, XLIII, 18S8. 
Invariants, Covarimts. and Quotient-Derivatives associated with Linear Differen- 
tial Equations. Philcsoph, Transact. Royal Society, CLXXIX, i883. 
A Cass of Functional Invariants. Ibid,, CLXXX, 1889. 
Fooret, G. (Paris). [I'edi t. IF, p. 9]. Sur quelques propri^tds g^ora^triques des 
stelloides. Comptes Rend us, CVI, 30 Janvier 1888. 
Sur la determination de Tordre de la surface lieu des points dont les distances i 
des surfaces algebriques d'^nnies v^rifient une re'ation a!g<^brique donn^. Mi- 
moires publiis par la Sociiti Philomatique a Voccasion du centcnaire it sa Jcth 
dation, 1888. 
Sur quelques prob'imes de g^om^irie descriptive concernant les surfiices gaudies 

du second degrc. Noiiv. Annales, VIII^ , Janvier 18S9. 
Sur quelques propriiitcs involutives des courbes a'g«^briques. Rend. Circ, Matem,, 
III, 1889. 
Gerbaldi, F. (Roma). [Vedi t. II, p. 10]. Un teorema suU'Hessiina d 'una forma 
binaria. Rend. Circ. Matem., Ill, 1S89. 
SuU'Hessiana del prodotto di due forme ternarie. Ibid., Ill, 1889. 
Sulla forma jacobiana di tre forme ternarie. Giorn. di Battaglini, XX VII, 1889. 
Giudice, F. (Palermo). [Vedi t. II, p. $2]. Sulle funzioni iperboliche e drcolari 
Giorn. di Battaglini, XXVII, 1889. 
Trigonometria rettilinea ad uso delle scuole liceali. Palermo, 1888. 
Gtrimaldi, G. P. (Romi). [Vedi t. II, p. 52]. Sopra una corrente galvanica oitc- 
nuta col bismuto in un campo. magnetico. Rend. Ace, Lincei, V, i^ sem., 6 
gennajo 1889. 
Groth, P. (Munchen) : Ueber die Molekularbeschaffenheit der Krystalle. Munchen, x888. 
Guccia, G. B. (Palermo). [Vedi t. II, p. 52]. Sur P intersection de deux courbes 
algebriques en un point singulier. Comptes Rendus, CVII, 22 octobre 1888. 
Theor6me general concernant les courbes algebriques planes, ibid. CVII, 3 decern- 

bre 1888. 
Sulla classe e sul numero dei flessi di una curva algebrica dotata di singolaritit 

qualunque. Rend. Ace, Lincei, V, 1° sem., 6 gennajo 1889. 
Su una propriety delle superficie algebriche dotate di singolaritil qualunque. Ibid^ 

V, I® sem., 5 marzo 1889. 
Sulla intersezione di tre superficie algebriche in un punto siogolare e su uoa que- 
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stione relativa alle trasformazioni razionali nello spazio. Ibid,, V, x® scm., 
17 marzo 1889. 
Nuovi teoremi sulle superficie algebriche dotate di singolariti qualunque. Ibid., V, 
1° sem., 7 apri'e 1889. 
Henry, C. (Paris). Cercle chromaiique pr(isentam tous les complements et toutes 
les harmonies de couleurs, avec une introduction sur la th^orie g^n^rale du con- 
tra!»te, du rythme et de la mesure. Paris, 1888. 
Rapponeur esthdtique permetiant I'^tude et U rectification esth^tique de toute forme. 

Paris, 1888. 
Sur la dynamog^nie et Tinhibition. Comptes Rettdus, CVIII, 7 j<»nvier 1889. 
Sur un Cercle chromatique, un Rapporteur et un triple d^cim^tre estbdliques. 
Ibid., CVIII, 28 jinvler 1889. 
Hdlder, O. ^Gottingen). [l^edi t. 11, p. 52]. Bemerkung zur Quaternionentheorie. 
Gott. Nacbricht,, N° 2, 1883. 
Ueber einen Mittelwerthssatz. Ibid.^ N° 2, 1889. 
Jordan, C. (Paris), [l^edi t. 11, p. 53]. Sur les transformations d'une forme qua- 

dratique en elle-m^me. Jottrn. de MatbimaiiqueSy IV^, 1888. 
Jung, G. (Milano). [Vedi t. II, p 12]. SMWeccesso degli elementi fondamenuli di 
un sistema lineare di genere qualunque. Rend, Istit, Lombardo^ XXI^ , 1888. 
Sul numero delle curve degeneri contenute in un fascio di genere quilunque. Ibid., 

XXI, , 1888. 
Ricerche sui sistemi lineari di curve piane algebriche del genere p e sulla loro ri- 
duzione all'ordine minimo. Memoria II. Ann, di Matettutica, XVI, , 1889. 
Klein, F. (Gdttingen). [f^eJi t. II, p. $8]. Formes principales sur les surfaces de 
Riemann. Comptes Rendus, CVIII, 21 jmvier 1889. 
Des fo )ctions thSta sur la surface gdntirale de Riemann. Ibid. , CVIII , 1 1 ft- 

vrier 1889. 
Zur Theorie der Abel*schen Functionen. Gotting. Nacbricbt., 2. Mlrzund 12. 
M.ii 18S9. 
Lebon, E. (Paris), [l^edi t. II, p. 58]. Trait^ de G^om^e descriptive. Premier 
volume. 2'™« edition, revce et modifi^e. Paris, 1888. 
Solution du problfeme de Malfatti. Rend. Circ. Matem., Ill, 1889. 
Lemoine, E. (Paris), [^edi t. II, p. 5S]. De la mesure de la simplicity dans les 
constructions math<iinatiques. Matbesis^ VIII, 1888. 
De la mesure de la simplicity dans les sciences mithematiques. Assoc, Franfoise, 

Congrh d'Oran, 1888. 
Notes sur diverses questions de la g(iom<Jtrie du triangle. Ibid,, iJ , 1888. 
Lindeldf, L* (Helsingfors). Trajectoire d' un corps assujetti k se mouvoir sur la 
surface de la Terre sous Tinfluence de la rotation terrestre. Ada Socieiatis Scien* 
tiarum Fennicae, XVI, 1887. 
Longchamps, G. de (Paris). [Vedi t. II, p. 53]. Sur la trasfonnation orthotan* 
gentielle dans le plan et dms Tespace. Bull, de la Sociiti ^oyale des Sfienas de 
Bohime, 1888, 
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liOria, G..(Genova). \Fedi t. II, p. 59]. Was sind und was sollen die Zahlcn? 
Von Richard Dedekind — Ri vista Bibliografica — Periodico di Maiem, per 
Vinsegn, second,^ III, 1888. 
Intorao alle curve razionali d'ordine n dello spazio a » — i dimensioni. Rfiti, 

Circ. Matem,, 11, 1888. 
Nota su una classe di detenninanti. Giorn. di Battaffliniy XXVI, 1888. 
Sulle curve razionali normali in uno spazio a n dimensioni. Ibid,, XXVI, 1888. 
L'opera scientifica diEttore Caporali. Ibtd,, XXVII, 1889. 
I poligoni di Poncelet. Discorso pronunziato nell* Universiti di Gcnova. To- 
rino, 1889. 
Lagli A. (Roma). Sul nuraero dei numeri primi da i ad n, Giorn, di BatU' 

glini, XXVI, 1888. . 

MaisaDO, G. (Messina). [Fedi t. 11, p. 14]. L*Hessiano delk sestica binaria e ii £• 

scriminante della forma dell'ottavo ordine. Rend. Ore, MaUm.^ Ill, 1889. 
Hannheim, A. (Paris). [Vedix, 11, p. $4]. fitude d'un d^placement paniculier d'une 
figure dc forme invariable par des proc^d^s didmentaires et purement g^omttn- 
ques. Rend. Circ. MaUm.y III, 1889. 
Marcoloogo, R. (Romi) [Vedi t. II, p. 59]. Sul Teorema di Poisson. Rend, 
Ace. Napoli, settenibre 1888. 
Teorema di Meccanica. Rend. Circ, Matem,, II, 1888. 
SuU'accelerazione nel moto di un solido intomo ad un punto fisso. Giorn, di Bat' 

tag'ini, XXVII, 1889. 
Sulla variazione di un integrate definito e sulla teoria del!e equazioni alle derivatc 

del primo ordine. Rend. Ace, Napoli^ dicembre 1888. 
Alcuni teoremi sulle funzioni ci'indriche di prima specie. Ibid., aprile 1889. 
Karsilly (L.-J.-A. de Gommioes de) (Auxerre). [Fedi 1. 11, p. 14]. Refutation 
de I'interpr^tation de la g^omStrie non euclidienne essayte par M. Beltrami. 
Assoc, Fran^aise, Confrrh (TOran, 1888. 
Maydr, A. (Leipzig). [Vedi t. II, p. $4]. Zur Theorie des gewShnlichen Maximums 

und Minimums. Beriebt, Sachs, Gesellschaft, 6. Mai 1889. 
Kehmke , R. (Darmstadt). NQns g^etavik (fov). I. Teorems nulik dd Kolienat 
(fov). Nunel Valemik, 1888. 
Nuns gletavik (New Mathematical Theorems). I. Teorems nulik dd Kolienat. 

Ibid,, 1 838. 
Nuns gletavik. (fevot 2»«*). II. Teorems nulik do rezipat. Ibid, 1889 
Nuns gletavik. Lapol al geomet numdi. Ibid., 1889. 
Dd ployek liena spadik se pun sembal oma. 1889. 
Meissel, B. (Kiel), [l^edi t. II , p. $6]. Tafel der Bessel'schen Functioncn ij 
und It von k = o bis k= 15. 5 berechnet. Abhandl. K. Preuss, Akad. der 
Wissensch. :(« Berlin, 1888. 
Kontesaoo, D. (Bologna). [Vedi t. II, p. 60]. Su alcuni gruppi chiusi di trasfor- 
tttazioni involutorie nel piano e nello spazio. AUi Istit. Veneto, VI^ , 1888. 
Su la trasformazione involutoria dello spazio che determina un complesso tetiae- 
drale. Mfind. Ace. Lincdf 7 apriie 1889. 



PUBBUCAZXONI HON PERIODICHE. 39 

Moore, E. H (New Haven). Extensions of cert .in Theorems of Clifford and 
of C a y 1 e y in the Geometry of n Dimensions. Transact, of the Connecticut 
Akademy, VII, 1885. 
Algebraic Sur^ces of which every Plane-Section is Unicursal in the Light of 

^-Dimensional Geometry. American Journal of Mathematics^ X, 1887. 
A Problem suggested in the Geometry of Nets of Curves and applied to the Theory 
of Six Points having raaltiply Perspective Re'aiijns. Ibid,, X, i838. 
Morera, G (Genovj). \Vedi t. II, p. 54]. Intorno alPiategrale di Cauchy . Rend. 
Istit. Lombardo, XXII, , 1889. 
Sui moti elicoidali dei fluidi. Rend. Ace. Linceiy V, 1° sem., 28 aprile 1889. 
L'insegnamento delle scienze matematiche nelle Universitii italiane. Discorso letto 
nella solenne inaugurazione deli*anno accademico 1888-39 nella R. Universitii di 
Geneva. Genova, 1889. 
Mailer, F. (Virginia). Definitive Determination of the Orbit of Comet 1887 IV. 

Astronomical Jour naif Nos 174-$, i883. 
Ocagoe, M. d' (Cherbourg) [yedi t. II, p. 5 s]. Quelques propri^t^s dd'eUipse; 
deviation, ^cart normal. Noiiv. Annates^ VII^ juin 1888. 
Determination du rayon de courbure de la courbe integrate. Ibid.^ VII3 » septem* 

bre 1888. 
Solution de la question de muh^matiques ^l^mentaires propos^e au coocours ge- 
neral de 1887. Ibid , VII 3 , octobre i838. 
Note sur les syst6mes de p^ninvariants principaux des formes binaires. Ann. de la 

Sociit^ scientijique de BruxelleSy XII« ann^e, 1387-1888. 
Sur certaines courbes qu'on pent adjoindre aux courbes planes pour I'^tude de leurs 
propri^t^s infinit^simales. Jornal de Sciencias Mathematicas , Physicas e Naturaes , 

N° XL VIII, 1888. 
Calcul direct des termes d'une r^duite de rang quelconque d'une fraction conti* 
nue p^riodique. Comptes Rendus, CVIII, 11 mars 1889. 
Peano, G. (Torino). [Fedi t. II, p. 61]. Definizione geometrica delle funzioni ellit- 
tiche. Giorn. di Battaglini, XXVI, 1888. 
Teoremi su massimi e minimi geometrici, e su normali a curve e superfide. Rend. 

Circ. Malem. II, 1888. 
Arithmetices Principia nova methodo exposita, Torino, F.Ui Bocca, 1889. 
Fieri, M. (Torino). Sulle tangeati triple di alcune superficie del sest'ordine. AtH 

Ace. Torino. XXIV, 7 aprile 1889. 
Fincherle, S. (Bologna). [Vedi t. II, p. 6i], I sistemi ricorrenti di prim'ordinc e 
di secondo grado. Rend. Ace. Uncei, V, 1° sem., 6 genn. 1889. 
Una trasformazione di serie. Rend. Gre. Matem., II, 1888. 
Fittarelli, G. (Roma), [f^edi t. II, p. 61]. Sulle curve del ten'ordine con un punto 
doppio. Rend, Ace, NapoHy 9 raaggio 1885. 
Gli elementi immaginari delle forme binarie cubiche. (Lettera al prof. G. B atta* 

glini). Giorn. di Battaglini, XXIII, 1885. 
Studio algebrico-geometrico intorao alia corrbpoadeoza (i, 2) Memoria I. Mem. Ace. 
Uncei, m^ , 1886. 
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Le cubiche con un punto doppio e la corrispnndenza (1,2). Memorii II. /Wi., 1114 1 '886. 
Sulle forme apparteneati all'ottaedro. (Estratto di Leitera directa al Socio Brio- 

schi). Rend, Ace. Lincei\ IV, 1° sem., 6 maggio 1888. 
Intomo a!li trasformazionc del difFercnziale ellittico cffettuata per mezzo delUrap- 

presentazione tipici delle fonne binarie di 3*' e 4° grado. (Estratto di Letteraal 

Socio Brioschi) Ibid., IV, 1° sem., 3 giugnD i883. 
Poincar6, H. (Paris), [f^eii t. I, p. 113]. Le? fonciions fuchsieanes et rArithroi- 

tique. Journ. de Mathim, III^ , 1887. 
Sur une propri^te des fonctions analytiqucs. (Extrait d'une Lettre adress^ i 

M. G.-B. Guccia). Retii, Cin. MMem., 11, 18S8. 
Lecons sur la th^orie m.ithemaiique de la Lumifere, profess^es pendant Ic premier 

semestre 1887-1888, r«^dig6es par J. B 1 o n d i n licenci6 h% sciences. Paris, Geor- 
ges Carr6 ^diteur, 1889. 
Reggio, G. Z. (Trevis-)). Comp^ementi d'A'gebra per gli allievi degli Isdtuti Tec- 

nici (2° Biennio). Torino, Para via, 18 38. 
Retail, V. (Como) [Vedi t. II, p. 16]. Ricerche sopra Timmaginario in geometria. 

Mem, Ace. Bclogna^ IX^ , 1888. 
Ricci, O. (Padova). Sopra certi sistemi di funzioni. Rend. Ace, Lincei, V, i**sem., 

20 gennajo 1889. 
Di un punto della teoria delle forme differenziali quadratiche. Ibid., V, i** sem. , 

5 maggio T889. 
Rafinni, P. P. (Bologna), [f^edi t. II, p. 55]. Di alcune propriety delle coniche 

conjugate. Mem. Ace. Bologna, IX^ , 1888. 
RuMO, G. (Gitanzaro). Sul Saggio di geometria metrico-projettiva del prof. F. Ti- 
r c 1 1 i . Carrier e Calabrese, 1889. 
SaduD, E. (Roma). [Vedi t. II, p. 55]. Condizioni di divisibilitii d'un polioomioper 

un binomio della forma x^ — a*" . Periodica di Matem.per Vinsegn. second, HI, 1888. 
Schubert, H. (Hamburg). [Vedi t. I, p. 114]. Ueber Raume zweiten Grades. 

Mitih. d. Hamb, Math. Gesellscb., Marz 1889. 
Segre C. (Torino). [Vedi t. II, p. 61]. Recherches g^n^rales sur les courbcs et le$ 

surfaces r^gl^es alg^briques : II. Surfaces r^gl^es. Math, Annalen, XXXIV, 1889. 

Stieltjes, T,-J. (Toulouse). Sur la transformation lin^aire de la differentielle ellip- 

dx 
tique fT^. Annales de Toulouse, II, 1888. 
yx 

Stols, O. (Innsbruck). [Vedi t. II , p. 61]. Ueber Verallgemeinening eines Satzes 

von C a ii c h y . Math. Annalen, XXXIII, i838. 
Stone, O. (University of Virginia). Report of the Director of the Leander McCor- 

mick Observatory of the University of Virginia for the year ending June 

ist, 1888. 
Sturaa, R. (Munster yw.)- [Vedi t. II, p. 18]. Ueber die Zahl und Lage der sin- 

guUren Punkte bei den Strahlencongruenzen zweiter Ordnung. Gotting. Nachriaat,^ 

N° 17, 19. December 1888. 
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Tarry, G. (A'ger). Representation g^Join^triq le des coniques et quaJriques imagi- 
niires. P ris, Gauthier-Vi'.Iars, 1886. 
G^m^trie de situation : nombre Je mani^res dist'nctes de parcourir en une seule 
course toutes les allies d*un labyrintlie rent-ant, en ne pass..nt qu* une seule fois 
par chacune des allies. Assoc, Franfoise^ Congrh de Nuncy^ i8i6. 
Essai sur la g^oni^trie des figures imaginai es. Ibid,, Congris de Toulouse, iSSy, 
Nouvel essai sur la giom^trie imagiiaire Ibid., Congris d^Oran, 1888. 
Teriy, 0. et Ncuterg, J. Sur les polygenes et les poIyMres harmoniqucs. 

Assoc. Franfjise, Congris de Suncy, 1S66, 
Teixeira, F. Gomes (Porto). S ir la reduction des integrates hyperelliptiques 
(Extrait d'ane Lettre aJress^e 4 M. L e r c h). Bull, de la SocUU Royale des Sciences 
de Bohime, 1888. 
Sur le developpe Tient des fonrtions implicit^s. Joiirn. de Maibimatigites, V^ ,1889. 
Tonelli, A. (Roma), [l^edi t. I, p. 116]. Sopra uni certa equazione d f!erenzia!e a 
derivate parzia i del 2** ordi le. Reni, Ace. Lin ei, IV, 2° sem., 2 dicembre i83J. 
Sop^a una certi equaziDoe a d(:rivate parziali del 3*' ordine. Ibid., IV, 2° sem., 21 

dicembre 1888. 
Sopra una classe di equ'zioni difFerenziali a derivate parziali di ordine m. Ibid,, V, 
1° sein , 3 febbraj-) 18^9. 
Venturi, A. (Pa'ermo). [f^etii t. II, p. 19]. Sulla form izione delle immagini di og« 
geiti cele^ti o te rest i su!Ie grandi superficie liquide della Terra. Memorie delta 
Society df'gli Spell roscopisli Ilulimi, XVII I, 1889. 
DellMnfljenza che la rifrazione auronomico-geodeti;a esercita sulla formazione del* 
i'imm gine del so'.e nasceate riflesso sul mare. Rend. Ace, Lincei, V , 1° sem,, 
3 mirzo 1889. 
Visalli, P. (Rjggio (!a!abria) La trasform^zione quadratica (2, 2). Rend. Circ, 

MUem,, in, 1889. 
Vivanli, G. (Mantiva), {^eii t. IF, p. 61 J. Nuove ricerche sulle fanzioni intere. 
Giurn di Baltiglini, XXVI, 1888. 
Fond.menti della teoria dci tipi ordinati. Ann, di Matemalica, XVII^ , 1889, 
Sul'e funzioni anal'tichf. Renl, Circ, Matem., Ill, 18S9. 
Volterra, V. (Pisa), [l^eli t. II, p. 56]. Delle variabi'i complesse negli iperspazii. 
Note I* e II*. Rend A:c, Lincei, V. i^ sera , 3 e 17 febbr..jo 1889. 
Salle fuizioni c-»nijgate, IbiL, V, j** sein., 28 a,)'i'e 1889. 
Sulle fbnzioni di iperspazii e sui loro pararaetri difFereaziali. Ibid,, V, 1® sem., 5 
maggio 1839. 

Weiler. A. (Zuri.h). [l^edi t. II, p. 62]. Uebcr die OscuUtionskreise bci Kegel- 

sch.iitten. Schlomilch's Zeitschr., XXXIV, 1889. 
Yale Uaivdrsicy. Catalogue, CLXXXIX'* Year. 188^-89. 
Zaathen, H.-G. (Kidbenliava), [i^edi t. II, p. $6]. Almindelige Egenskaber ved 
Systemer af plaoe Kurver, meJ AovenJjlse til Beuemn^jlse af Ka.akteristikcmc 
i de ele.nentaere Systemer af fjerde Orden. Med s Tavler. (Avec un R6sum6 ea 
fran^iis). Mimoires de VAcadlmie Royale de Copenbagui, X^ , N"* 4, 1873, 
Note sur i' usage des co.irdo.m^es dans Tantiquit^ et sur I'inventi )d de cet instru- 
ment. Bull, de PAcud, Rjyale Dmoise des Sciences et des Lettres, 1888. 
Extrait d'unc Lettre adress6e k M. Guccia. JUnd. Grc. Matm., Ill, 1889. 
RMd. Ore. Matem., t III, parte 2\ 6 
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PUBBLICAZIONI PERIODIGHE 

CON LE QUAU IL ORCOLO SCAMBIA I SUOI RendUotlH. 



American Joarnal of Matbematlos* 

[Vedi t. II, p. 67]. 

Volume X. — Number 4 (July 1S88) : 

Uouwlle (R.): Sur les lignes g^od6<iiques des surfices iicourburejConstante(2S)-292). 
Pag* : On the Primftive Groups of Transformations in Space of Four Dtinensisns 

(293-346). 
Gorton: Line Congruences (347-367). 
Franklin : Some Theorems concerning the Centre of Gravity (368-370). Fim del vol, X. 



Annali della R. Scuola Normale Superiore di Piaa. 

[P-eJi t. II, p. 73]. 

Volume V. — 1888 : 

Bittaxxi '" Sulla rappresentizioie analitica delle funzioni di pid variabili reali (r-47). 
Baili: Sallo sposumento delle linee di li^ello che si osserv* in un disco metaKico 

ruotante traversato da correnti voltaiche (4976). 
Fibhix Suite superfiae che cjntengono un si^temi di geodetiche a torsione costante 

(77-164). 
Pabdini : Sul rooto di rotazione di un corpo rigido attomo ad un punto (isso (165-226). 



Annali di Matematica pura ed a] 

{Vedi t. II, p. 79]. 

Serie II. — ToMO XVI. 

FAsacoLO 3® (dicembre 1888). 

Briosebi: Sopra una trasformazione delle equazioni del quinto grado (181 -189). 
BiTiphrii Ricerche sulle trasformazioni piane, uiivoche, involuiorie, e loro applica- 
zione alia determinazione delle involuzioai di quiou classe (191*275). 

FAsacoLO 4° (marzo 1889) : 

Malet: On Certain Definite Integrals (277-290). 

Jung: Ricerche sui sistemi lineari di genere qualunque e sulla loro riduzione al^o^ 

dine minimo. Memoria II* (291-327). 
Brioschi : Principii di una teoria sulla trasformazione delle equazioni algebriche {319-3 34)* 

Bhc del $. XVI. 
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Annals of Mathematios. 

[Fedi t. II, p. 68]. 

Volume IV. 

Number 4 (August, 1888): 

Woodward : On the Dtftusion of Heat in a Homogeneous Rectangular Mass ; with 
speciil reference to Bars used as Standards of Length (101-127). 

Harris: Note on the Theory of Images (128). 

Kummel : On some Fundamental Theorems of Mensuration in One, Two, indThm 
Dimensions (129-134). 

Number 5 (October, 1888): 

Hydii The Directional Theory of Screws (ny-iSS)- 

Johnson : On M o n g e 's Solution of the Non-Integrable Equation be iw ee u Three 

Variab'es (i $6-160). 
McCuttocb : A Theorem in Factorials (x6i-x63). — Fine dd vol. IV. 



AtU dal GoUegio dagl'Ingegnari e dagli Arohilaill di 

[Vtdi t. II, p. 8^). 

Anno XI (1888) : Fascicolo 3® (settembre-dicembre). 



Atti dal R. latituto Veneto di Soiansa^ liattara ad ArtL 

[Vidi t. II, p. 70]. 

Serie Vl\ — Tomo VI (novembre 1887-ottobre 1888) — Dispbmsa X: 
Montisano : Su alcuni gruppi chiusi di trasformazioni involutorie nel pitno e oeUo spt- 
zio (1425-1444). -> Fim del tomo VI. 



Baricbta uabar die Varbandlangan dar K. Stehataehan CteaaHadhatt 

dar WiaaanschaltaB so Laipaig. 

(Mathematisch-Physische Classe). 
[Fedi t. U, p. 74]. 

Vierzigster Band. — 1888 : 

Scbiibner: Mathematische Bemerkungen (Auszuge aus BHefenanProf. Btltier(i*X5). 
Sopbus Lie; Beit rage zur allgemeinen Transfomutionstheorie (14-21). 
Neumann: Grundzuge der analytischen Mtchanik, insbesondere der Medttnik 

KOrper. Zweiter Artikel (22-88). 
Hankel: Das elektrodynainische Gesetz ein Punktgesetz (89-109). 
Neumann : Ueber die Stetigkdt mehrdeutiger Functionen (120-123). 
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Scbdbmr : Die complcxe Mu?tipi1cati'>n der ThetafunctJonen (154-162). 
Neumann : Ueber d«s Verhalten dcr G r e e n'schen Fuocdon an der Grenze ihres 
Gebietes (163- 167). 



BibIio^heca Bffathematioa. 

[^edi t n, p. 48). 
x883. 

Bjirhies : Li tent 'tive de D e g: e n de g^nira^iser !e th4or6me dNddition d'E u I e r (1-2). 
Bohynin: De P^ude sur I'HistM'c des math»mitiqu*s en Russie (lO)-iio). 
Cantor (Af.)' Ahmed und sein Buch ueber die Proportionen (7-9). 
Curtie: Ueber einen De La Hire zugeschriebenen Lehrsatz (65-66). 
Enatrom : Sur trois petits trait^s mathimatiques attribuis au savant suidois P e d e r 
Mans son (17-18). 

— Sur un point de I'hist^ire du prob'ime des isop^rirtl^res (38). 

Gunther : Ueber dnemerkwurJige Beziehungzwischen Pappus und Kepler (81-87). 
Ia Pa'ge: Sur une traduction n^rlandai^ de la m^thode de perspective de Gi rard 

Desargues et sur les •Le^-'ns de t^n^bres* (10-12). 
Loria : Notizie storiche sulU Ge'^metria numer-itiva (39-48, 67-80). 
Mansion: Sur le cnun d'histoire des math to tiques de I'UoiversitideGand (33-35). 

— Note historique sur la rfcg*e de mediation (36). 
Narducd : Sur I'optique de Claude Ptoldmie (97-102). 
Stdnschneider : Ueber das Wort Almanach (13-16). 

— lusuf ben Ibrahim und Ahmed ben lusuf (49-52, 111-117). 
Tannery (f>.) : fitudes sur Diophante. IV (3-6). 

Weisseribom : Ueber die verschiedenen Namen des sogenannten geometrischen Qua- 

drates (37). 
Wcbhnlli Hat Leonardo da Vinci das Behamingsgesetz gekannt? (19*26). 



Bulletin da TAcadtaiie Royale des Sciences, Lettres et Beaox-Arts 

de Belgiqae. 

[Vedi t. II, p. 67]. 

LVIII« Ann6e. — III« SfeRiE. — Tome XVI (juiUet-dScembre 1888) : 

Deruyts (/.) : Sur la diflSrentiation mutuel'e des fonctions inviriantes (207-215). 

— Sur quelques propri^t^s dcs transformations iin^aires (576-589). 
Gotdsulsi De la longueur d*une ligne (86-92). 
Catalan', Sur un cas pirticulier de la formule du bin6me (194). 
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Bulleiio Bcientifiqae. 

[Fedi t. II, p. 74]. 

Troish^me AsstE (Ann^e scolaire 1888-89) : 

JabJonski : Sur la recherche des antecedents d'une proposition (96-101). 

— Sur !e ca'cul approche des racines d'une Equation a^gibrique (34S'349)* 
LaigU : Note sur dcux questions de la th^orie ^'.^mentaire des maxima ct minima 

(237 241). 
Lehon: Note sur le calcul de que'ques int6gra!es (248-249). 
Longcbampt (Je) : Applicat' >ns ^l^mentaires des premiers principes de la gtomtoie 

anilytique (6o-6s). 
Niewengloii'ski Sur la definition des nombres incommensurab!es (201-207). 



6a8opi8 pro pistov&ni mathematiky a lyaiky. 

[ktdi t. II. p. 47]. 

Ro^NiK xvm (1889): 

Gutb: B'aleje Pascala: O duchu geoinetrickem (181-188, 224-230, a97-309)- 

Hamti ' O rovni:i stupn^ ^tvrteho (32-33). 

HavHcek: Drnbnosti ze stereotnet'ie (76-78). 

Hoia: O relativnfch chybdch ^fsel neiipln^ch (5-9, $3-58). 

— Ph'sp^vek k nauce o relativnich chybdch (173-175). 

JaroJimek: Tabu'ka binomick^ch koefficientB I- J (30-31). 

— Ko^ik jest prfise^ikB na lihlopri^ndch mnohoiihelnika? (175-176). 
JfH*fek (A) : Uloha ze stereometrie (249-250). 

Jt^ihtk (K.) : Pozndnika o kfivkd:h rovinn^ch (245-246). 
Jeitki Pfisp^-'ek ku zkrdcen^mj po^itdni (17-21, 58-63). 
Jung (y.)' N^kolik ana'yti:k^ch studii o plochdch mimosra^rek (zborcen^ch) (23-29, 

63-68, 230-235, 316-320). 
Koldcek : Pozndmka k substituci Landenov^ (21-23). 

— Stru^n^ nd^rtek nyn^jSiho stavu theoretick^ optiky se zfetelem k pricem via- 
smim V tomto oboru (273-289). 

Kostlivj : Pozdnf mrazy a prcdviddni mrazS no<fnfch vfibec (101-107, 309-316). 

Kroutil : Jednod jchd demonstrace elektrick^ch zbytkfi (69-70). 

Lercb: Pozndmka k ^dnku predchdzejicimu (33 34). 

NavrdiU: Nov^ druh elektrick^ch obrazcfi (213-217, 289-297). 

Novotnf : Sestrojenf poldr kuXelose^ek (71-76, 235 245). 

Pelihk: O zdklaJech perspektivy reliefni (78-81, 107-130). 

Plcb : Druh^ ndstin Skolniho v^kladu Foucaultovy odchylky (177-181, 217-224). 

Procbdika : Prisp^vek ku sestrojovdnf krivek intensitnich ploch zborcen^ch (1-5). 

Siydleri Lngarithmick^ potencial o trech prora^nn^ch (169-173). 

iSir. BaU-Seydkri Dynamickd pobddka (150-169). 
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Slarj: Kterak zachizeti s g ilvanickf m( 2'dnky Lec1anch6-ov^i (247-249). 
Shidnickai O Leibnicov^ pos*edni i^loze z neur^it^ analytiky (97-101). 
Sucbarda: D&kiz a n^k'^lik poznimek ku jist^ v^^ Bertrandov^ (49- $2). 
ZabraMk: O feieni kvadratick^ch rovnic logarithmy Gaussov^mi (9-17). 



Comptes Rendna des 86aiicea de T Acad^Tnie dea Sciencea da Paris. 

[Fedi t. Ill, p. s]. 

Tome CVIII (Premier Semestre 1839): 

N° I (7 Janvier) : 

Poincari: Sur les sMes de M. Lindstedt (2r-24). 

Birtrani di Fontviolent : Sur la diterrain'ti^n des forces ihstiques et de leurs ligncs 

d influence dans les poutres assujetties 4 des liaisons surabondantes (Extrait) 

(4S-48). 

N** 2 (14 Janvier) : 

GyUbi : Sur les termes 6!6nientaires dins les coordonn^es d'une plan&te (79-82). 
Gilbert', Sur les accil^r itions d'ordre quelconque des points d*un corps solije ta& 
un point est fixe (92-94). 

N® } (21 janNier) : 

Risdi Sur un point de la question des plaques 61astiques horangtoes (114-115). 
Gyldini Sur les termes ^l^mentaires dans les oorJonnies d'une pUn^te (ii6-ii9). 
Picard: Sur les integrates multiples relatives a trois variables corop!exes (132-13)). 
KUin: Formes principales sur les surfaces de Riemano (134-136). 

N° 4 (28 Janvier) : 

Ltrcb : Sur le ddveloppement en s6rie de certaines fonctions arithm^tiques (171-174). 
Sanvagei Sur les solutions riguli^res d'un syst^me d'^qjatioas diff^rentielles lia^ai- 
res (174-176). 

N" 5 (4 fivrier) : 

Kanigs : Extension du probl^me d*E u I e r sur I'^quation ds^ = rfx* -|- dy* , au cas 

d'une surface quel:onque (221-224). 
jlppell : De I'homographie en M^canique (224-226). 

Andrade : Sur une reduction du prob!6me des n corps qui conserve — ou 

distances mutuelles (226-228). 

NO 6 (II f^vrier): 

Klem: Des fonctions th^ta sur la surface g^n^rale de Riemann (277-280). 
Andrade : Sur les riduaions du probl6me des n corps qui conservent certaines di- 
stances mutuelles (28o-a8x). 
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N' 7 (i8 ftvrier): 
Liouville (R.): Sur les representation g6od6siques des surfaces (3 3 $-3 37). 
Romieux : Sur la loi de deformation, par refroidissement , d'jne masse fluiJe homo- 

gtoe en rotation (337-340). 
Gouy : Sur one loi g^n^rale relative aux effets des transformations r^versibles (341-344). 

N° 8 (2S fevrier): 

Mayer (E.) : Sur une question du Cilcul des probabilit^s (391-392). 
Miiiag'Leffler: Lettre i M. le Secr^tiire perp^tjel, annon^ant que M. Poincare 

a obtenu le prix fnnde par S. M. le Roi de Su^de et qu'il a M accord^e uoe 

mWaille d'or 4 M. A p p e 1 1 (387). 

N° 9 (4 mars): 

Goursat: Les transformations isogonales en Mkanique (4(6-448). 
Darboux: Remarques sur la Commjni:ation pr^.^dente (449*450). 

N° 10 (11 mars): 

HaJpbm: Sur la r^solvante de Galois dans la division des p^riodes elliptiques par 

7 (476-477) 
Lipschiti : Sur un theorfeme aiihmetique (489-492) 

Rjffy : Sur un prob'^me de la th^orie des surfaces (493 494). 

Liouville (R.) : Sur le ca act^re duquel se recoiinait Tequition differentielie d'un sy* 

st^me geod^siqje (49, -496). 
Blutel : Recherches sur les surfaces qui s^nt en m^me temps lieux de coniques et en- 

veloppes de c6nes du seconJ degr^ (19S-49S). 
Ocjgne {d') : Gi'cul direct des termes d'uue r^duite de rang que^conque d*une (ooc^ 

tion continue p^rjodique (499- 5 ">i). 
Beltrami: Sur la th^orie de la difomiation infiniment petite d'un milieu ($02-505). 
Gouy : Sur les transformations et T^quilibre en Thermodynamique (507-509). 

N° II (18 mirs): 

Poincari : Sur les tentatives d'exp!i:ation m^cinique des principes de la Thermody- 
namique ($>o-5S3)- 

Picjrd: Sur certaines expressions quadruplement pModiqjcs dependant de deux va- 
riab'es (5)7-$S9)- 

Kobb: Sur le mouvement d'un p^int materiel sur une sp^Te ($59-561). 

Ribiire: Sur Teq^ilibre d'eUsticite d.'s voCites en arc de cercle ()6i-563). 

N° 12 (2$ mars) : 

SMtjes : Sur les dirivees de sec x (605-607). 

Appell : Sur certaiiies expressions quad uplement periodiques (607-609). 

PelUt: Sur les caractferes cubiques et biquadratiqjes (609 610). 
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N° 13 (!« avri!): 
Boussifusq : Formules de U dissemination du mouvemcnt transversal dans une plaque 

plane indidnie (639*645). 
Sylvester-. Sur la reduction biorthogonalc d*une forme linio-Im^ .i c it sa forme a- 

nonique (651-653). 
Picard: Remarques sur certaines s<Jries quadruplement p^riodiques (659660). 
Floquet'. Sur le mouvement d'un fil dans un pai fixe (561-663) 
Dubem: Sur la transformation et i'eqjjiibre en Thermodynamique (666-667). 

N° 14 (8 avri') : 

Baussinesq : Expressions appr^ch^es dj contour de Tellipse ct de la 8u-fi:e de Tcllip- 
so!Je, en fonciioa des deux moyennes arithm^tique et g^om^trique de> denii*aies 
(695-699). 

Hadamard : Sur la recher:he des di^ontinuitis poliires (722-724). 

Sonin: Sur les termes conipl^mentiires de la fjrmu'e somm.toire d'EuIer et de 
celle de Stirling (725-727). 

N*' 15 (15 avri): 
Gouy : Sur I'inergie utilisab'e et le potentiel thermodynamique (794). 

N° 16 (23 avril): 
Tisserand: Sur la th^orie de la capture des com^tes p^riodiques (827-832). 

N<^ 17 (29 avri!) : 

Brioschii Les discriminants des r^s^Ivrntes de Galois (878-879). 

Pincberli : Sur une appliwaii m de la t.it^orie des fr ictions co :ti.)ues a'g^briques (383-839). 

N° 18 (7 m i) - N<^ 19 (13 mii): 

(ALuna comunicazione di Matematica). 

N° 20 (20 mal) : 

Sylvester : Sur la correspond ince comp'fete entre les f-actlons continues qui expriment 
les deux rjcines d'une equation quadratique dont les coefficients sout des noni- 
bres rationnels (1037*1041). 

N** 21 (27 mai): 

Hermite: Discours prononci aux fun^railles de M. Halphen, le 23 mai 1889 

(1079-1081). 
Sylvester : Sur la reprdsentation des fractions continues qui expriment les deux ra- 

cines d'une iquaiion quadratique (1084-1086). 

N° 22 (3 juin) : 
(Alcuna comunicazione di Matematica) 
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N° 23 (11 juin) : 
Sylvester : Sur la valeur d'une fraction continue finie et purement p^riodique (i 195-1 198). 

N° 24 (17 juin) : 
(Alcuna comunicazione di M;tematica). 
N** 25 (24 juin) [Fin du tome CVIII] : 
Stieltjes : Sur un d^veloppement en fraction continue (i 297-1 298). 



Rendiconti del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere. 

[Fedi t. II, pag. 69]. 

Serib II». — Vol. XXI (i883). — pAsacoLi 15-20 (Fine): 

Jung : SuWeccesso degli elementi fondamentili di un sistema lineare di genere qualun* 

que (7I9-723)- 

— Sul numero delle curve degeneri contenute in un (ascio di genere qualunque 

(725-725). 
Montesano : Su le trasformazioni involutorie monoidali {continuux* e fine) (684-687). 

— Su una classe di trasformazioni involutorie dello spazio (688-690). 

Plainer : Sul numero delle maniere di o.tenere una somma n, o una somma non su- 
periore ad n (n intiero posiiivo), prendendo r termini della serie indefinita 
I. 2. 3. 4. 5. (690-695, 702-708). 



Revue Soientifique. 

[Fedi t. 11, p. 74]. 

in* SfeRiE. — Tome XVI (XLII de la Collection) [Deuxi^me Semestre 1888]. 

Nos. 23-25. — No, 26 (29 dScembre); 

Delbouf: Un probl^me de logique 4 propos de la demonstration ^l^mentaire da thi6o- 
r^me de d*A 1 e m b e r t sur le nombre des racines d'une Equation alg^brique 
(823-825). 



Gomptes Rendos de rAesociation Francaise pour ravancement 

des Sciences. 

[l^edi t. II, p. 77]. 

XVII*»c Session (Oran, 1888) — 2« Partie (Notes et M^moircs) : 

BerdelU: R^poose 4 quelques objections contre Tarithm^tique directive (109- 112). 
CoUignon : Examen de certaines series num^riques et application 4 li g^oro^trie (4*24). 

— Recherches sur la courbe d'ombre d'un piquet vertical (53-72). 
Genty: Note de g^om^trie vectorielle sur la thtorie des surfaces (95-99). 

Rttid. Grc. Makm,^ t. HI, parte a*. 7. 
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Humbert (E): Sur les Equations da trolsi^me dcgr^ qui servent h la recherche des 
plans principaux d'une surfice du second ordre ou k P^ude de rintersection de 
deux coniques. — Discussion alg^brique complete de ces ^uatioos (145-159)* 

— Demonstration simple et directe de cette propriety du catalecticant d' toe an 
invariant (163-164). 

Laisani: Propri^t^ des Equations. — Consequences geom^triqucs (1-4). 

— Note sur la somme des p premiers coefficients du d6veloppement (x -^/f 

(72-7 s). 

— Sur uoe propriety des tangentes aux coniques (11 3-1 18). 
Langlois: Sur un point de la th^orie du mouvement atomique (159-162). 
Lemoine: De la mesure de la simplicity dans les sciences maihematiques (75-95)* 

— Notes sur diverscs questions de la geomeirie du triangle (165*175). 
Le Pont: Note d'analyse (25-29). 

Lucas I Sur un theortoe de Cauchy (29-31). 

Marsilly {Commines de) : Refutation de Tinterpretation de la giometrie non euclidienne 

essayee par M. Beltrami (121-135). 
Neuberg: Sur les triangles equibrocardiens (135-144). 
Pelletreau : Problimes de geometric (99-109). 
Sylvester : Sur ceruins cas du theoreme de D i r i c h 1 e t regardant les series arith- 

metiques (i 18-120). 
Tarry. Nouvel essai sur la geometrie imaginaire (31-53). 



Educational Times and Journal of the College of Preceptors. 

[Vedi t. n, p. 79]. 

New Series. — Vol. XLII (1889) — N. 333-338 G^i^uari-June). 

Mathematical (^.uestions and Solutions (35-38, 80-84, 151-154, 187-190, 221-224, 
259-262). 



Giomale di Soienze Naturali ed Eoonomiche 

pubblicato percuradella e Societii di Scienze Naturali ei Economiche di Palermo •• 

[Vedi t. II, p. 48]. 

Volume XIX (Anno 1888). 



Jahrbucb fiber die Fortsohritte der Matbematik. 

[Vedi t. II, p. 40]. 

Band XVTI (Jahrgang 1885): Heft 3. (fine del volume). 
Band XyjII (Jahrgang 1886) : Heft i, 2, 3. (Fine del volume). 



PUBBUCAZIOMI PERIODICHI. ^t 

Jomal de Sciencias Mathematicas e Astrononuoas. 

[^idi t. II, p. 72]. 

Volume VIII (1887-88). - Ni 5-6: 

TeixHra: Sobre a deriva^Jo das func^Ses compostas (129-131. Fine), 

Lirch: Modification de la troisi^me dw^monstration donn^e par Gauss de la loi de 

reciprocity de Legendre (137-146). 
Gut^mer : Sur certaines tnoyennes arithm^tiques des foactions d' une variable com- 

plcxe (i47-i$6). 
Larch'. Sur une propri^t^ des notnbres (161-163). 
Tilxiira: Sur la reduction des int^grales hyperelliptiques (i64-i70). 
Ocagne (d*): Probl^me d'algfebre (i 71-174). 
Le Pont: Note de calcul integral (175-182). — Fine del vol VIII. 



Journal de Math6matiqaes 6!6mentaires. 

[(^edi t. II, p. 70]. 

in« StRXE. -— XII« ANNfeE (1888) — No* 10, II, 12 (oct., nov., ddccra.) : 

Longchamps (de) : Essai sur la giom^trie de la r^gle et de I'^querre (217-222, 252-256, 

271.275). 
Loir : Divisibility d'un nombre par Ic produit de nombres premiers, formant uo groupe 

d^fini (241-244, 265-268). 
Vigarii: Sur le premier cercle de Lemoine (244-251). 
Darhoux : Demonstration du theor^me fbndamental de la th^orie des maximums 

(268-270). 
Poulaini Sur la terminologie de la giom^trie du triangle (275-279). 



Journal de Math6matiqae8 pures et appliqu^as 

fonde en 1836 et public jusqu'en 1874 par J o s e p h L i o u v i 1 1 e. Public de 187$ k 1884 
par H. R e s a 1. ^ QuATRrtME S6rie publi^e par C a m i 1 1 e Jordan, avcc la col- 
laboration de G. Halphen, £. Laguerre, M. L^vy, A. Mannheim, £. 
Picard, H. Resal. 

Tome I. — Ann^e 1885 : 

Appell: Sur I'inversion des integrales ab^Iiennes (245-279). 

Auionne : Recherches sur les groupes d'ordre fini contenus dans le groupe Cre- 
mona. — Premier M^moire: Generalitis et groupes quadratiques (431-454). 

Darhoux : Sur le mouvement d'un corps pesant de revolution , (5x6 par un point de 
son axe (403-430). 

Gordan: Sur les equations du cinquieme degre (455*458). 

Halphen '. Sur un probleme concernant les equations difi^rentielles lineaires (11-85). 

HermiU : Sur les foactions holomorpbes (9-10). 



$a BBLXOTECA MATEMATIOL 

Humhirt: Application gtom^trique d'un th^or^me de Jacob! (347-3 $6). 
Lagturrt : Sur U reduction en fractions continues d*une fraaion qui sadsfiit i one 

Equation diff^rentielle lin^aire du premier ordre dont les coefficients sont latioo- 

nels (135-165). 
Lt Cordier : Actions ^earod>'namiques renfermant des fonctions arbitraita : hypo* 

theses qui d^terminent ces fonctions (357-401). 
Picard: Sur les fonctions hyper jb^licnnes (87-128). 

— Sur les int^grales de difii&rentielles totales alg^briques de preniite espice 
(281.346). 

Poincari: Sur les courbes d^fmies par les Equations difl^rentielles (167-244). 
Saini' Germain (de): Sur une application des Equations de Lagrange (129*134). 

Tome II. - AwNfeE 1886 : 

Anglin : Sur le coefficient du terme g6n6ral dans certains d^vebppements (139-150). 

Autormei Recherches sur les groupes d'orde fmi contenus dans le groupe Cre- 
mona. — Deuxifeme M^moire: Groupes cubiques (49-103). 

Humbert'. Appbcation de la th^orie des fonctions fuchsiennes ii I'^tude des courbes 
algibriques (239-329). 

JabJonski: Sur une loi de Fresnel (441-466). 

Upschiti : Propositions arithtn^tiques tir6es de la th^orie de la fonction exponeodeile 
(Extrait d'une Lettre adress6e d M. Hermite) (219-237). 

— Recherches sur b transform Jtion par des substitutions r^elles , d'une somme 
de deux ou de trois carr^s en elle mtae. (Traduit par J. Mo Ik). (373-439). 

Mannheim : Mtooire d'Optique g^om^trique comprenant la throne du point repr6- 
sentatif , d'un ^l^ment de surface r6gl6e et son emploi tant pour la dtoonstn- 
tion nouvelle de th^or^mes relatifs a la courbure des surfaces que pour la d^ 
termination plane des ^l^ments des surface :» caustiques (5-48). 

Picard: Sur les int^grales de diff^rentielles toules de scconde esp^ce (329-372). 

Poincari : Sur les courbes d^H^ies par les Equations dif!l§rentielles (quatri&me Partie) 
(151-217). 

Weierslrassi Sur la possibility d'une representation analytique des fonctions dites 
arbitraires d'une variable r^elle (Traduit par L6once Laugel) (i05-ii3» 
ir5-i38). 

Tome III. — Ann^e 1887 : 

Appell : D^veloppements en series trigonom^triques de certaines fonctions p^riodiques 
verifiani I'^quation AF=o (5-52). 

Automu : Recherches sur les groupes d'ordre fmi contenus dans le groupe des sub- 
stitutions lin^aires de contact (63-85). 

Darboux : Sur la resolution de r^quaiion ix* + ^y* + i^* = if* et de quelques 
equations analogues (305-325). 

David : Application de la derivation d'A rbogast. — Formule generale pour le 
changement de la variable independante (53-62). 
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Goursat: Recherchcs sur les int^grales alg^briques dc T^quatioa de Kummer 

(2S5-304). 

Huganiot: M^moire sur U propagation du mouvement dans un fluide ind^fini (pre- 
miere Partie) (477-492). 

Humbert : Sur le th^orferae d'A b e I et quelques-uncs de ses applications g6om6iri- 
ques (327-404). 

Krause: Sur les fonctions quadruplement p^riodiques de dcuxifcme ct de troisitoc 
espfecc (Extrait d'une Lettre adressie 4 M. Hermite) (87-107). 

UauU : Sur la caract^ristique cintaatique d'un syst^me raScanique en mouvement 
(465.476). 

Paincari ; Les fonctions fuchsiennes ct TArithm^tique (405-464). 

Syhw: Sur la multiplication complexe des functions elliptiqucs (109-254). 

Tome IV. — ANNte 1888 : 

Autonm : Recherches sur les groupes d'ordre fi'ii contenus dans le groupe quadra- 
tique cr^monien. — Premier Mimoire : fitude d'une substitution crtaonienne 
isol6e (177-247). — Second Mimoire: Multiplication des cr^moniennes , groupes 
quadratiques; groupe directeur (407-464). 

Duhem : Sur un ih^orfeme d'filectrodynamique (369-405). 

Gilbert: Sur les composantes des accelerations d'ordre quelconque suivant trois di- 
rections rectangulaires (465-473). 

Halphen: Sur le mouvement d*un solide dans un liquide (5-81). 

Hilbtrt : Lettre adress^e ^ M. Hermite (249- 2 56). 

Hugoniot : Mimoire sur la propagation du mouvement dans un fluide indeiini (se- 
conde Partie) (153-167). 

Humbert: Sur les courbes cycliques de direction (i 29-1 31). 

— Sur les courbes algebriques planes rectifMbles (i33-i5i)» 

— Sur quelques propridtes des aires spberiques (313-348). 

Jordan: Sur les transformations d'une forme quadratfque en elle-mftme (349-368). 

Klein : Sur la reso-ution, par les fonctions hyperelliptiques, de 1 'Equation du vingt- 
septiime degre, de la quelle depend la determination des vingt-sept droites d'une 
surface cubique (Extrait d'une Lettre adressee fi M. C. Jordan) (169-176). 

Uvy (Maurice) : Sur les equations les plus geoerales de la double refraction compa- 
tibles avec U surface de I'ondc de Pre sn el (257-312). 

Pepin : Sur quelques formules d'Analyse utiles dans la Theoriedes nombres (83-127). 



Joamal de Math6matiqae8 sp^ciales. 

[Fedi t. n, p. 70]. 

in« SfeRiE. — Xn« ANNfeE (1888) No« 10, II, 12 (Oct., nov., decern.) : 

Poulain: Theoremes sur les equations algebriques (217-219). 
Oeagns (<f ) : Remarques sur les transversaies redproques (241-242). 



S4 HBUOTKA MATBKAnaU 

Vigatid: G^ro^trie du triangle. £tud? bibliographique et terminologique (242^244, 

276-279). 
Longcbamps (de): Quelques probltoes de g^om^trie pratique (244-249, 279-283). 
Laisant: Polaires arithm^tiques et g6om6triques d'une conique (265-269)- 
Griess : Dtermination des foyers des sections planes d'une quadrique (269-274). 
Uvy (Lucien): Note d'algfcbre (274-275). 



Journal flir die reine and angev^andte Mathematik. 

[Vedi t II, p. 78]. 

Band CIV. 

Heft 2 (2. Januar 1889) : 

Za^e : Das Potential homogener ring(5rmiger Kdrper, insbesondere does Riogkdcpers 

mit Kreisquerschnitt (89-101). 
Hft^idakis: Ueber invariante Differenti:ilausdrQcke (102-115). 
Pocbbammer: Ueber drei lineare Differentia Igleichungen vierter Ordnung (1x6-151). 

— Ueber cine Klasse von Functionen eiiier coniplexen Variablen, welche die Form 
bestimmter Integrate haben (152-173). 

Konigsberger : Der C a u c h y ' sche Satz von der Existenz der Integrale einer Di£b> 
rentialgleichung ( 1 74- 1 76). 

Heft 3 (5. April 1889) : 

Jaeriscb : AHgemeine Integration der E'asticitatsgleichungen fur die Schwingungen und 
das Gleichgewicht isotroper Rotationskdrper (177-210). 

Reye : Ueber lineare Mannigfaldgkeiten projectiver Ebenenbuschel und collioearer Ban- 
del Oder Riume. I. (211-240). 

BoiS'Reymond (du) : Ueber lineare partielle DifFerentialgleichungen zweiter Ordnung 
(241-264). 

Heft 4 (21. Mai 1889): 

BoiS'Rsymond (du) : Ueber line ire partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

(265.301). 
Stabl: Ueber die rationale ebene Curve vierter Ordnung. Fortsetzung. Siehe dieses 

Journal Bd. 101, S. 300 (302-520). 
Netto : Anwendung der Modulsysteme aufeine e!ementare algebraische Frage (321-340). 
IMUnthal (von): Zur Krummungstheorie der Flachen (341-344). 
Genocchi: Premiere partie du chapitre XIII de la Note sur la th6orie des r^idus 

quadratiques (345-347). 
Kronecker: Beweis des Redprocit^tsgesetzes fur die quadratischen Reste (54ft-350* 

— Paul du Bois-Reymond (552-354). 
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Mathematische and natarwissenschafUiche MiUheilongen ana dan 
Sitsongaberiohten der K. Akademia der Wiaaanaohaften an Barlin. 

[Fedi t. n, p. 40]. 

Jahrgang 1888: 

Bexpld (von): Zur Thcrmodynamik der Atniosphaere (287-324, 78}-8oo). 
Fucbs: Zur Theorie der lincaren D.fferentialgleichungen (727-738, 817-834). 
Helmbolti (von): Ueber atmosph lerische Bewegnngen (413-429). 
Krofucker : Ueber die arithmetischen S^ltze, welche L e j e u n e-D i r i c h I e t in set* 
ner Breslauer Habilititionsschrift entwicke't hat (241-247). 

— Zur Theorie der allgemeinea complexen Zahlea und der Modulsysteme (249-258), 
263-281, 3}i-3)2, 379-396. 615-648). 

— Bemerkjngen ueber Dirichlet's letzte Arbeiten (259-262). 
Minkowski: Ueber die Bewegung cines fosten Kdrpers in einer FlQssigkeit (71X-726). 
Noether: Aozihl der Moduin einer Claise a'gebraischer Flachen (45-49). 
Oberhech: Ueber die Bjwegungserscheinungen der Aimosphaere (221-233, 739-748). 

Reden, geha!ten bei der Aufnahme des Hrn. Mdbius in die Akademic in der 

L e i b n i z-Sitzung am 28. Juni 1888 (455-46')). 
Prdsaufgabe der S t e i n e r'schen Siiftung (461 463) 



[Vedi t. II, p. 71]. 
Tome VIII (i 838) — No* 10, 11, 12 (o.t., nov., dkera.) : 

Lemoine : De la mesure de la simplicity dans les constructions math^matiques (217*222, 

241-244). 
Gilbirl: Determination, en grandeur et en direction, des axes d'une section diami- 

trale de Tellipsoide (247-249). 
Barbarin : Problime sur la droite de profil (265-269). 
Pisani : Questions de gtoni6trie analytique (269-271). 



M6inoira8 de TAcaddoiie Imp 6ria1e8 des Sciences de St.-P6taraboarg. 

VII« SfeRiE. — Tome XXXVI — No 8 (26 Janvier 1888) : 

Charlier : Ueber eine mit dem Problem der drei Kdrper verwandte Au^abe (18 pages). 



Mtoioirea de la Soci6t6 Royale des Soiencaa de Li6ge. 

[Vedi t II, p. 30]. 

II« S£rie. — Tome XV (novembre 1888): 

Catalan : Melanges math^matiques. Tome troisifcme. (275 piges). 
Deruyts (/.) : Sur les semi-invariants de formes binaires (i i piges). 
— — (2« communication) (8 pages). 
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L$ Paige: Dtoanstradon d'un thdir^me de von Staudt (8 pages). 
— Notice historique sur la d^terminition des coord 3iin6ei geographiques de Li^ 
(9 P^ts). 
Pi^ietU: Sur Ic calcul dj r^sulut d'un systftme d'observations directes (36 pages). 



ICeinoirs of the National Acaiamy of Scienoes (Washiagtoa). 

Volume I (1866): 

Peirce : TKc Satumian System (263*286). 
Newton: On Shooting Stars (291-312). 
BartleUi Rifled Guns (313-343). 

Volume II (1884). 

Volume III. Part I. (1885) : 

Gilbert (G. K,) : The Sufficiency of Terrestrial Rotation (or the Deflection of Streams 
(7.10). 

Volume III. Part II (1886). 



Periodioo di Matematica per riasegnamento seoondario. 

[f^edi t. II, p. 75]. 

Anno III (x838). — pAsacou 5 e 6 (sett.-ott. e nov.-dic.) : 

SaduH : Condizioni di divisibilitil d'un polinomio per un binoniio della forma x' -^ or 

(129. 1 36). 
Ricordi: Sjl/ipprossimazionc deirordinaria tnterp^Iazione' nelle tavole di logaritim 

delle funzi >ni goniometriche {Continual, e fine) (157-144). 
Cremigni : Le propriety dclla somma e deiU differeuzi estese ai polinomi algebrici 

(161-167). 
Besso: Teorerai sul tronco di prisma (175-179). 



Proceedings of the London Mathematical Society. 

[f^edi t. 11, p. 31], 

Vol. XIX. — Twenty-Fourth Session (1887-88) : 

Basset : On the Subility of a Liquid Ellipsoid which is rotating about a Principal Axis 

under the Infljen:e of its own Attraction (46-56). 
Cayley: A Case of CDmpIex Maltiplication with Imaginary MDdulus arising out of 

the Cubic Transformation ia Elliptic Functions (300-301). 
Cockle: Oa the General Linetr DifFercniial Equation of the Second Order (257*278). 
Elliott: On Pure Ternary Reciprocants, and Function allied to them (6-23). 
— On Cydicants, or Ternary Reciprocants, and allied Functions (377*405). 
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J^iylfr : The QifierciUial Equations satisfied by ConcomitaQts of Quantics (24-45)- 
Getiise : Geometric^ DemonstratioD ofFuerbach's Theorem coQcerniog tiie Niae- 

Poi^t Circle (316-218). 
GnmAiUi CooJbcal PaiabdoJds (129-142). 

— Gomples Muk^fication Moduli of Elliptic Ftmctions (301-364). 

Hill : On the ^-and ^-Discriminants of Integrable Differential Equations of the First 
Order ($61-589). 

Hobson: Synthetical Solutions in the Conductioa of Heat (279-294). 

Johnson : Harmonic Decomposition of Fuoctioos and some Allied Expansions (75-89). 

Lacblan : On certain Operators in connection with Symmetric Functions (Supplemen- 
tary Note) (294-299). 

Lamb: On Reciprocal Diagrams in Dynamics (144-151). 

— On tiie Flexure and the Vibrations of a Curved Bar (365-376). 

Love : The Free and Forced Vibrations of an Elastic Spherical Shell containing a 

given Mass of Liquid (170-207). 
MacMabon: On the Algebra of Multilinear Partial Difbrential Operators (i 12-128). 

— Symmetric Function^ and tiie Theory of Distributions (220-256). 
Matbiws : Some applications of Elliptic Functions to the Theory of Twbted Quar- 

ticf (507-520). 
RayUigh : On the Subility or InsUbility of certain Fluid Motions (67-74). 

— On Point-, Line-, and Plane Sources of Sound (504-507). 

Roberts (R. ij.) : On the Volume generated by a Congruency of Lines (207*215). 
Roberts (S) : On tiie Analogues of the Nine-Points Circle in Space of Three Dimen- 
sioii9, and connected Theorems (152-161). 

— On the Figures formed by the Intercepts of a System of Straight Lines in a 
Planc^ and on analogous Relations in Space of Three Dimensions (405-422). 

Rogers : On a Theorem analogous to G a u s s's in Continued Fractions , with appli- 
cations to Elliptic Functions (550- 560). 
Russell : Cieometry of the Quartic (56-67). 

— On ifcX — kfk' Modular Equations (90-111). 

Sharp : On Simplkissima in Space of fi-Dimensions (423-482). 
Thomson : Electrical Oscillations (520-550). 
Tucker : Isoscelians (163-170). 

— A Group of Isostereans (2x8-220). 

Walker : On a Method in the Analysis of Curved Lines. Part III. (483-502)« 



Prooeedings of the Royal Society (London). 

[Fcdi t. II, p. 73]. 

Vol, XLIV (From April 12, 1888, to June 21, 1888). — No. 271, 272 (Fine). 
Vol. XLV (FromlNovember 15, 1888, to April 11, 188^. — No. 273-279: 
RayUigh : On the Bending and Vibration of thin elastic Shells , especially of Cylin< 
drical Fonp (io$-i93)* 
Rend. Circ. Matm.^ t in, parte 2*. 8 



$8 BKBUOTECA ICATEICATICA. 

Hmnessy : On the Maximum Discharge through a Pipe of QrcaUr Section when the 
effective Head is due only to the Pipe's Inclination (145-147). 

Rayleigh : Note on the Free Vibrations of an infinitely long Cylindrical Shdl (443-44S). 

Thomson : The Resistance of Electrolytes to the Passage of very rapidly alternating 
Currents, with some Investigations on the Times of Vibration of Electrical Sy* 
stems (269-290). 



Berichte des natorwissensohafUich-niedimiiilschflii Veraines 

in Innabmck. 

[VeM t. II, pag. 73]. 



Rendiconti della R. Acoademia dei Linoei (Ronsa). 

[Vedi t. n, p. 46]. 

Volume IV (1888) — Secondo Semestre : 

BaHagUni : Sui punti sestatici di una curva quilunque. Kota I* (2)8-246). 

Betii: Sopra la Entropia di un sistema Newtoniano in moto stabile (ii3«ii5» I9$-I98). 

Bianchii Sulle supcrficic Fuclisiane (161-165). 

Brioschi : Le equazioni dii!ercnziali pei periodi delle funaioni iperellittiche a d je va- 

riabia (34X-347» 429-436). 
CesHro: Sur une distribution de signes (133-138). 

— Moti rigid! e deformazioni termiche negli spazi curvi (376*384). 
Padova'. Sulla tcoria delle coordinate curvilinee (369-376, 454-458). 

Tonelli : Sopra una certa equazione dififerenziale a derivate paniali del 2® ordine 
(384-388). 

— Sopra una certa equazione a derivate parziali del 3^ ordine (458-46i). 
VoUerra: Sulle funzioni analitiche polidrome (355*361). 

Volume V (1889) "" Pwmo Semestre : 

Ar:;el^ : Funzioni di lince (342-348). 

Beltrami : Un precursore italiano di Lobatschewsky (441-448). 

— Suirestensione del principio di D'Alembert all'elettrodinamica (852-856). 
Bianchii Sui sistenii di equazioni lincari ai differenziali totali (3x2-323). 

— Sulle forme quadratiche a coeffidenti e a indeterminate complesse (589-599). 
Bigiavi: Sulle equazioni differenziali lineari (651-657). 

Brioschi : Notizle sulla vita e sulle opere diGiorgioEnricoHalphen(8i 5-823)* 
Cesiiroi Sulle formole di Maxwell (199-204). 

Crescini: Sui moto di una sfera che rotola su di un piano (isso (204-209). 
Guccia : Sulla classe e sui numero dd flessi di una curva algebrica dotata di singo- 
lariti qualunque (18-25). 

— Su una propriety delle superfide algebriche dotate di singolaiitii qualunque 

(349-3S3)- 

— Sulla intcrsezionc di tre superficie algebriche in un punto singohre e so ana 
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questioae rdativa aile trasformazioni razionali nello spazio (456-461). 

— Nuovi teoremi sulle superficie algebriche doute dl siogolariU qualunque 

(490-497)- 
Montisano : SuUa trasfonnazione involutoria dello spazio che determina un complesso 

tetraedrale (497-$oi). 

Marera: Sui root! elicoidali del fluid! (611-617). 

Padava: Sulle defortnazioni infinitesime (174-178). 

— La teoria di Maxwell negli spazi curvi (875-880). 
PincberU: I sistetni ricorrenti di prim'ordioe e di secondo grado (8-12). 

— Nuove osservazioni sui sistemi ricorrenti di prim'ordine e di secondo grado 
(323-327). ' 

— Alcuni teoremi sulle frazioni continue (640-643). 

PilieUi: Sopra una generalizzazione del principio delta media aritmetica (i 86-1 91). 

— Sopra una certa formola esprimente la probability degli errori di osservazione 
(191-199). 

— Sopra 11 calcolo dell'crrore medio di un sistema di osservazioni (740-744). 
Pucci : Dell'angolo caratteristico e delle linee caratteristiche di una superficie (501-507). 
Rdna: Sugli oricicli delle superficie pseudosferiche (448-456). 

— Di alcune propriety delle linee caratteristiche (881 -88 5). 
Riccii Sopra certi sistemi di funzioni (11 2- 118). 

— Di un punto della teoria delle forme diflerenziali quadratiche ternarie (643-651). 
Siacci: Commemorazione del Socio Ballada di St Robert (243-247). 

— Sulle forze atte a produrre eguali spostamenti (626-630, 856-860). 
TonelU: Sopra una dasse di equazioni difFerenziali a derivate parziali di ordine m 

(178-185). 

— Alcune formole relative a certe equazioni differenziali a derivate parziali di or- 
dine m (508-514). 

VolUrrai Delle variabili complesse negli iperspazii (158-165, 291-299). 

— Sulle funzioni coniugate (599-611). 

— SuUe funzioni di iperspazii e sui loro parametri diflerenziali (630-640). 



Atii della R« Acoademia delle Scienze di Torino. 

[Vcdi t. II, pag. 78]. 

Volume XXIV (1888-^9): 

Basso: In commemorazione di Rodolfo Clausius (3-4). 

— Commemorazione del conte PaoloBalladadiSaint-Robert (235-240). 
Casielnuovo : Geometria sulle curve ellittiche (4-22). 

— Ricerche di geometria sulle curve algebriche (546-373). 

jyOvidioi U covariante Steineriano di una forma binaria di 6° ordine (164-176). 

— Cenno suUa Nota del prof. E. Beltrami aUn precursore italiano di L e- 
gendre e di Lobatschewsky (5x2-513). 

Novaresc : Studio^sull'accderazione di ordine n nel moto di una retta (400-4x0). 



6o BitfiMieA wmarkSn. 

Puri: Sulle Ungeoti tnpt^ di alcuiie saperficie del iesfb ordfne (5f4-$l^ 

Segre : Lc corrispondcnze univochc suite conrc dfittiche (734-756). 

Valle: L'equazione moduUre nella trasformazione delle firaaoni ellitdche ()74*)89). 



Annual Report of the Board of Regaiita of tha 
Smiihaortlaft Inatltiitiob. 

[Vidi t. n, pag. 80]. 

1886 — Part I. 



Gr6il!ea Gieiitilloa (Barcelona). 
[Fedi t. II, pag. 73]. 

Afio XI. — Niim. 266 (10 de Die. de 1888) — NtSm. 267 (25 de Dk. de 1888). 

Proceedinga of the Canadian Inatituta. 

[Vedi t. n, pag. 47]. 

Third Series — Vol. VI : Fasc. 2 (April 1889). — Annual Report (1887-88): 



Acta Mathematica. 

[Fedi t. n, pag. 72]. 

ToMEXn(i888-i889): 

Appelli Sur le mouveraent d'un fil dans un plan fixe (i-$$). 

BrioscU : Sur I'^quation du sixidme degr6 (83-101). 

Dobriner : Ueber das raumliche Achteck » welches die Schnittpankte dreier Oberfli- 

chen zweiter Ordnung bilden (339-361). 
Guichard : Sur les dquations diifi&rentielles lin&ures k coefficients alg^briques ($7*71). 
Hacks : Scherings Beweis des Reciprocitits-Satzes fiir die quadratischen Reste dar- 

gestellt mit Hulfc des Zeichens [x\ (109-111). 
Hem : Bemerkuogen zur Tbeorie der mehrfach line^ verknuipften Puncdooen (103-108). 
Horn: Ueber ein System linearer partieller Differentuljgleichungen (113-175). 
Hurwiti : Ueber eine besondcre Art der Ketteobruch-Entwicklung reeller Grdssen 

(367-405). 
Koivalevski : Sur le probl&me de la rotation d*un corps solide autour d'un point fixe 

(177-232). 
Picard: Sur une classe d'^quations lin^aires aux d^riv^es partielles du second ordre 

(523-338). 
Tchebycbeff: Sur les r^sidus int^graux qui donnent des TaleorS approchto des int^ 

grales (287-322). 
Volterra : Sur une generalisation de la th^oiie des fonctions d'une variable iidagi* 

naire (i« Mtooire) (233-286). 
Fries: Ueber ge^isse ebene Configuratidnen (63-81). 
Zeuthen: Note sur les huit points d^tersecdon dt trdis stirface^ du second ordre 

(362-J66). 



PfUfttlCUIMII MmOBMM* $i 



rUMKiAlbil flmUNWttoM of this Royml Sbolotgr dffimiuM (^ 

[VM pttg. 8J. 

For the year MDCCCLXXKVm — Vol. 179 : 

Basset : On ^e Motion of a Sphere ih a Viscous Lipoid C45*^})- 

Sylvester and Hammond i Ob Hamilton's Nunlbers (6$*7t). 

Walker: On the Diameters of a Plane Cubic (i5i« 

Bti^fm^ : On dse induction of Electric Cbrrents in GoOducthig Shells of SmtU Tiii& 

ckness (297*)24). 
ForsjfSlx Int'ariaats, Covaiiants^ and Qiiotietat-Derltatiyes tssociated with WbesiX 

Diffietential Eqdatkms (377-489). 
Love : The Small Free Vibrations and Deformation of a Thin Elastic ^leU (4^i«546). 



ond der Georg-An^dsis-lIhiTl^tftt SRfc OOttittj^aEi. 

1888 : 

Frobenius : Ueber das Verkhwinden der gefaden Thetafunctionen (67-74). 

HUB^t : Zbr Tbieotie der algebraischen Gebflde (4$o-457). 

Ktetni Ueber irrationale Covarianten (191-194). 

MUfeBie: Ueber else (quakrm^re Gruppe von $1840 linearen Substinitionen i wdcbe 

die temHre Hess e*sche Gruppe als Untergruppe enthdlt (78-86). 
Meyer (Fran^ : Ueber Discriminanten und Resultanten von Stngularit&tei^Ieichungen 

(74-77)- 
Rodehberg : Ueber die wihrend der Bewegung ptojecttv vera&derlicher und starrer 

Systeme beschriebeutti Curven und Fltcheil (i 76-191). 

Scboenflies: Ueber regul^re Gebiet^theilui^gen des Rauroes (223-237). 

— Beitrag zur Theorie der Kristallstructur (483-501). 

Scbroeter: Ueber lineare Konstructionen zur Herstellung der Konfigurationen n^ 

(237-253). 
Sturm : Ueber die Zahl und Lage der sihgularen Ptinkte bei den Strahlencongruenzen 

zwdter Ordnung (468-476). 

Faake: Zur Theone des Ha!lschen Phinomens (313-319). 

f^figti Bestimmong der EUstidtdtsconstanten fur Fluss^ath und PyrH (299^3 ix). 

— Bcstimmung der Elasticitsitsconstanten von Steinsals iiad Sylvin (323-340). 
-^ Ueber adabfttische ElaStidtitScon^tanten (359-574). 



n NaoTO Gimento (Pisa). 
(Ne ssiek dtto il somroario dd lavori mateniatid nd prossimo volume). 

Jahresbericht dar k6nigL bflhmisohen Gesellaohaft 

der Wiaiensohaftea. Prag. 

r6. Jwaam tB86. -^ 15. Jtouar 1887. — 15. Januar r68&.-^f Or ^fes Jtlitr ^rttt. 



6a BDUOTECA MATEUATICA. 

SltemgiftMrioUa der kdnigl. bdhmiacheii QemMmohmti dar WitMB- 
•ohaften. (Mathemadsche-Naturwissenschaftliche CUsse). Prag. 

Jah&gang 1886: 

Lirch: PHsp^vky k theorii funkd eiliptick^ch (391-429), 

— Contributions i la th^orie des fbnctions (571-582). 

— O jisttoi intigralu omozenta (588-604). 

Macbovec : Bdtrlge zu den Eigenschaften des Azencomplezes der FUkhen sweitea 

Grades und det allgemeinen tetriedralen Complexes (501-541). 
PMeh : Ueber perspectivische Restitution, Bewegung und Verzemmg (290-298). 

— Ueber eine spedelle, durch ein dioptrisches System bestimmte RaumcoUinea« 
tion (302-314). 

— Grundziige der Relief-Perspective (434-450). 

SiydUr: O rychlosti a urychlenfch r&zn^ch stupnCi pH pohybu die zdkona gravi- 
tainfho a pH podobn^ch pohybech (541-554). 

— O analogifch mexi theorif deformacf a theorif napjeti (618-633). 

SoUh: Zur graphischen AufiOsung numerischer Gleichungen dritten Grades (6-13). 

Sludnicka : Eine neue Anwendung der Kettenbruchdeterminanten (3-6). 

Ttixdra : Sur une limite relative auz polin6mes deLegendre (Extrait d'une Lettre 

adress^ ii M. Lerch) (19-20). 
Tesa^ : Zur graphischen Zusammensetzung der Knlfte und Drehungen im Raome 

(259-273). 

— Die konischc Loxodrome als Osculatrix (347-360). 

FanHcek (/. S.) : Sur le rdseau de coniques du deuzitoie indice (281-289). 
•— Sur le r^eau de coniques du 2fi*^« indice (314-326). 

— Sur le £usceau de coniques du 2it*^*°« indice (451-453). 
VanUik (Af. M): O souvislosti subdeterminantB (21-28). 

Jahrgang 1887 : 
K&pper : Ueber die auf einer Curve m'w Ordnung vom Geschlecht p — CJ* — von 

den 00* Geraden G der Ebene ausgeschnittene lineare Schaar g^^ (477-48 5). 

— Das Maximalgeschlecht der Regelflichen m^ Ordnung (609-612). 

Lirchi Addition au ro^moire pr^sent^ dans la s^nce du 15 octobre 1886 (423-426). 

— Po^ilFsk^ odvozen{ zdkladniho vzorce pro lineamou transformad elliptick^ tran- 
. scendenty 8, (m|t) (426-432). 

— Sur une demonstration du th^or&me de C a u c h y sur les intigrales prises 
entre des limites imaginaires (673-682). 

— Deux thtortaes d'arithm^tique (683-688). 

Longcbamps (de) : Rapprochement entre la Trisectrice de M a c-L a u r i n et la Car- 

dioide (601-608). 
Seydler: Prlsp^vek k IFeSenf Keplerova problemu (547-558). 

— DalJ( p?fsp^vky k ftlcnl Keplerova problemu (734-758). 

Studmcka : Neue Abldtung der E u 1 e r'schen Tan^ent^-uod Cocanj;entenreihe (103- 
107). 



PUBBUCAZIONI PBRIODICHE. 6) 

Weyr (Ed.) : Sar la rtalisation des systto)es associatifs de quantit^s complexes ii I'aide 
des matrices (616-618). 

Jahrgang 1888: . 

HermiU: DtoonstratioQ nouvelle d'une formule relative aux integrales Euleri^nnes 

de seconde esp^ce (364-365). 
Kupper : Zur Theorie dcr ebenen und Raumcurven. Die Curven C"*, C**+' vom Ma- 

ximalgeschlecht [bezw (n — 1)* , 11(11 — 1)] roit Doppelpuncten (265-277). 
LoHgchamps (de): Sur la transformation orthotangentielle dans le plan et dans I'e- 

space (241-256). 
Macbcvec : O zvlHtnl transformad 3. stupn^ a o zvUStnfm kubick^m komplexu pa- 

prskB pH nf se vyskytujfcfm (104-137). 

— Bettrige zur Construction der Tangenten und der Kmmmungsmittelpunkte 
ebener Curven (169-181). 

Mambeitni Applications de g^om^rie cindmatique (87-92). 
Monin: PHsp^vky ku stanoveni rovin te^n^ch k plochim mimosm^rek (210-222). 
Siudnicka: Ueber die allgemeine Aufldsung der unbestimmten Gleichung zweiten 
Grades axy -{-x* — ^ = -|-i (92-95). 

— Neue Transformation einer homogenen quadratischen Form von n Variablen 
in die Summe von n Quadraten (256-265). 

Sueharda : O suovislosti jisr^ch pbch posouvini stupn^ jtvrt^o s komplexnimi plo- 

chami obecn^ho komplexu druh6ho stupn^ (3^1*3^7)* 
Teixeira : Sur la reduction des integrates hyperelliptiques (222-227). 
Tesaif' : Note ueber die Tangenten und Singularitaten des Isophoten-Systems aof Ro- 

tationsflachen (355*364). 
VanUeh (M, N.): O skupinach obrazcov^ch (i 37-1 51). 

— O resultantech (i 52-169). 

— Z p&sob, kter^ Ize obdrieti ^seln6 sou&itde pfi ilenech resulunt pouh^ 
s£{tinfm (286-296). 

^ Vy^fslenf resultantB dvou tvarfi, z nichi jeden jest ifddu tifetiho (296-304). 



i della R Acoademia della Sciense lis. e mat. di Napoli. 

Serie n — Vol. II (Anno XXVH, 1888). 
(Ne sar^ dato il sommario nd prossimo volume). 



Sitsungsberichte der mathematisch-phynkaliflohen CSaaae der 
K. B. Akademie der Wissenschafieii an Mflnchen. 

Band XVin — Jahrgang 1888. 

(Ne sar4 dato il sommario nel prossimo volume). 



inU0nC4 MAmUTlGA. 



BUmmiftitvekikta dar mattiMnfttiaoh-natiii ilMtiwfiiiafMWy 
CSasBe der KaiMciiohe Akademie der Wi— mnohtfl-wi wa WfUL 

XCVII. Band — Jahrgang i838. 
(Ne sar^ dtto il sotnraario nel prossimo volume). 



BnlleiUiio MeteiMroIogico del R. Onayiry^liirlp di Pahimo 

[yali t. U. pag. 791. 



flftiyin«ij jfifi^fftif < e DffotooolU daUs Ssdsfca daiiA SooiBt4 IbitfflMilpGft 

di Karkoff. 

[Fedi t n, pag. 27]. 



WULmogtm Mailiteiatiqaes et AstronomicpiMi iirte da PoBatiB 
de TAcadtaiie Imp^riale de St>-P4taraboarg, 

[Ke* t. 11, pag. 76]. 



BKiaoirfts dm la a a oU o n anathtoiatigoa da la SooiM6 daa 
natoralistes de Ip BVoaveUa Rpaaia. 

ffWr t. IF, pag. 44]. 



MaaMiia ddlU R. Aacadamla dalle Soienae deV'laUtato dl Bcdogna. 

[Fedi t. II, pag. 21]. 



Manof^ daHa SocleU Itallaaa della 8oiaue (delta dai XL). 

[Fedi t. n, pag. 22]. 



Wiakundige Opgaven (Amsterdam). 

[Fidi t n, pag. 73]. 

Derd Dbel 3,4, 5,6 Stuk (1887-1889). — Vierde Debl : i ste Stuk (1889). 

Nieaw Archief voor Wiskimde (Amsterdam). 

[Vedi t. n, pag. 75]. 
Deel XIV: Stuk 2 (1888). — Deel XV: Stuk i, 2 (1888). 



Pnbblioaaioiii del R. Oaaenratorio di Palermo. 

[Vedi t. n, pag. 79]. 



Raccolta matematioa della Societii Matematioa di Moaoa. 

[Vedi t. n, pag. 74]. 



Q.-B. e. 



Tomo m (1889).— Parte W: BBLIOTECA MATEMATICA 
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